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Chapitre 1

Séries réelles et complexes

1.1 Suites de Cauchy

Définition : On dit qu'une suite (uy,)neny = v € K (oit K =R ou C) est de Cauchy si :
Ve >0, 3 np € N tel que si n > ng et m > ng, alors |u, — u,| < €.

Proposition 1 : Toute suite convergente est de Cauchy.
Proposition 2 : Toute suite de Cauchy est bornée.

Théoréme : Toute suite réelle ou complexe de Cauchy est nécessairement convergente.

Un théoréme du point fixe : Soit f : [ — I contractante (fonction k-Lipschitzienne avec

k < 1) ou I est un fermé de R.
Soit (uy,)nen une suite définie par récurrence : ug € I et Vn € N, w1 = f(uy).
Alors la suite (u,)nen converge et sa limite est 'unique point fixe de f.

Définition : On appelle fermé tout ensemble F' pour lequel si une suite (u,),eny d’éléments

de F' converge, sa limite appartient a F'. (Voir autre définition chapitre 5).

1.2 Séries

Définitions :

e On appelle série (numérique) de terme général u, ou (u,), est une suite de scalaires

(K =R ou C), la suite (S,)nen définie par : Vn € N, S, = Zuz On la note Zun ou
i=0

neN
g Up,.

e On dit que la série Z u,, converge (respectivement diverge) si la suite (.S,,),en converge

(respect. diverge).
e S, est appelée la somme partielle d’ordre n (c’est une somme « finie »).

e Si la série E u,, converge (i.e. la suite (S,)nen converge), on appelle somme de la série

+o0
Z U, le nombre noté Z u, et égale a S = lim S,.
o n—-4oo

e u, s’appelle le terme général.



Théoréme : Si la série Z u, converge, alors nécessairement le terme général de la série u,
tend vers 0.

Par la contraposée, si le terme général d’une série ne tend pas vers 0, la série diverge (on parle
souvent de divergence grossicre).

Définition : On appelle série « géométrique »toute série du type Z 2", z e C.
neN

Propriété : La série « géométrique » E 2" converge si et seulement si |z| < 1, et a alors pour
neN

1

_z.

somme

Propriété : L’ensemble des séries convergentes muni des lois + et - a une structure d’espace
vectoriel.

1.3 Séries a termes réels positifs

Lemme fondamental : Soit Z u, une série a termes réels positifs (i.e. Vn € N, u,, € RY),

soit S, = Z uy (somme partielle d’ordre n).

k=0
—+o00
u,, converge | < [(S,)nen €st majorée| et alors u, = lim S, = Sup(S,).
> e | & [(Su)uen ost majoréc] D= fim 5. = Sup(s,)

Théoréme 1 : Soient Zun et Zvn deux séries a termes réels positifs avec Vn € N :
0<u, <v,.

+oo +00
e Si g v, converge, alors g u, converge et alors E Up < E Up.
neN neN n=0 n=0

e Si Z u, diverge, alors Z v, diverge.

Rappels sur les relations o, O et ~ : Soient (u,), et (v,), deux suites.
o u, =0 (v,) & Ing € N,JA € R* tel que si n > ng, alors |u,| < Alv,|;
o u, =0 (v,) < Ve >0,3Ing € N tel que si n > ng, alors |u,| < elv,|;
® Uy ~ Uy S Uy =V, + 0 (V).

Théoréme 2 : Soient E Uy, et g v, deux séries a termes réels positifs.
e si u, = O(v,) ou si u, = o(vy,)
— i g v, converge, alors g U, converge ;
— si E u, diverge, alors E v, diverge;

® siu, ~ v,, les deux séries E U, et E v, sont de méme nature.

) . 1
Théoréme : Séries de Riemann : Z — converge < a > 1

neN*



Lemme : Soit g U, une série a termes strictement positifs.

Si pour n = ng (ng € N),

Up+1
.n+

< k avec k < 1, alors la série E U, CONVErge ;
un
Un+1

” > 1, alors la série E u, diverge.
n

Régle de D’Alembert : Soit Zun une série & termes strictement positifs ou la suite

(unﬂ) admet une limite [ € R* U {+oc0}. Alors :
Up /),

e sil <1, la série g U, CONverge;

e sil > 1, la série Zun diverge.

Développement décimal d’un réel : Soit z € R™.
On pose (uy,), = 107" E(10"z). Notons p,11 = 10" (u, 11 — u, € [0,9].

P1 P2 Pn
O n=F —+—+.. . +— =FE(x), . Dn-
nau (x) + 10+ 100+ + 0 (), p1paps - - . p .
Développement décimal illimité de z : © = E(x),pips...pn... = E(x) + Z 1p_(;2
=1
e (Cas particulier des décimaux : x € D < da € Z,3In € N tels que z = 1;;11'

e (Cas particulier des rationnels : ce sont les réels admettant un développement décimal
a
illimité périodique = € Q < J(a,b) € Z x N* tel que PGCD(a,b) =1 et x = 5

Comparaison des sommes partielles de deux séries dont ’une diverge : Soient E Up,

et E v, deux séries a termes généraux positifs. On suppose que E v, diverge.

e Siu, =0(vy,), Zul =0 (sz>

1=0

e Siu, =o(v,), Zn:uz =0 (Zn: Ui)
=0 =0

Comparaison des restes de deux séries convergentes : Soient E U, et E v, deux

séries & termes généraux positifs. On suppose que E v, converge.

“+00 —+00
e Siu, = O(v,), alors Zun converge et Z u; = O < Z vi>.

i=n-+1 i=n-+1
+oo +o0
e Siu, = o(v,), alors g u, converge et E U = 0 E v; |.
i=n-+1 i=n-+1

Comparaison des sommes partielles de deux séries a termes généraux équivalents :
Soient E Uy, et E v, deux séries a termes généraux positifs. On suppose que u,, ~ v,, converge.

n n
e Si Z u, diverge, alors Z v, diverge et Z Wy ~ Z V;.
i=0

1=0

400 —+o00
e Si E u, converge, alors E v, converge et E Uy ~ E V;.

i=n-+1 i=n+1



Comparaison avec une intégrale :
e Théoréme 1 : Soit f: RT — R™ continue et décroissante. Soit (uy)nen = (f (1)),cx-

n
La série Z u,, converge si et seulement si la suite < / f (t)dt) converge.
0 neN

e Théoréme 2 : Soit f : RT — R™ continue et décroissante. Soit, pour tout n € N,
n+1

U = FO)dt — f(n+1)

n nal , alors les séries Z v, €t Z w,, convergent.
wn=f) = [ s

1.4 Séries absolument convergentes

Définition : Soit Z u,, une série numérique (complexe ou réelle). On dit que la série Z Uy,

est absolument convergente si la série E |u,| converge.

Proposition : critére de Cauchy pour les séries : Soit Zun une série numérique (i.e.
Vn €N, u, € Kou K=R ou C).

<e€

[Z U, converge ] si et seulement si [Vs > 0, dng € N tel que si m > n > ngy, alors

m
> ui
i=n

Théoréme : Toute série absolument convergente est convergente.

Formule de Stirling : n! ~ (ﬁ> 2mn.
e

1.5 Séries alternées

Définition : On appelle série alternée toute série du type Zun ouVn € N, u, = (=1)"v,
neN
ol (v, )nen €st une suite a termes positifs.

Théoréme : Critére spécial des séries alternées : Soit E Uy = E (—1)"v, une série alternée.
neN neN
Si la suite (v,,), est décroissante et converge vers 0 alors :

e la série E u, converge. Soit S sa somme;

neN
e Vn € N, S appartient a 'intervalle fermé dont les bornes sont S,, et S,,11;

e Vn € N, le reste R, = S — 5, d’'ordre n de la série a pour signe celui de u, 1 et vérifie
‘Rn| < ‘unJrl‘ = Up+1

1.6 Produit de Cauchy de deux séries :

Définition : Soient Z Uy et Z v, deux séries. On appelle produit de Cauchy de deux séries
neN neN

n
E w, ou Vn € N, w,, = E UpVp—k -
k=0

neN




Théoréme : Soient g Uy, €t g v, deux séries absolument convergentes. Soit E w,, leur

neN neN neN
produit de Cauchy alors Z w,, est absolument convergente et a pour somme :
neN
“+oo “+o00 “+oo “+o00 n
Z Wy = Z Up | X Z Un | = Z Z UkVn—k
n=0 n=0 n=0 n=0 \k=0

1.7 Séries doubles

Définition : On appelle série double ’écriture Z U, j.
(i,7)EN?

Théoréme : théoréme de Fubini Soit la série double a termes positifs E u; ;. Les
(i.7)EN?
quatre propositions suivantes sont équivalentes.
e Procédé en ligne :
- V5 €N, la série E uy ; converge : on note S; sa somme;
neN
- g S; converge.
JEN
e Procédé en colonne :
— Vi € N, la série E u;, converge : on note S sa somme;
neN
/
- g S; converge.
ieN
e Procédé diagonal :
n
— en notant w,, = E Uk p—ks la série E w, converge.

k=0 neN
e Procédé carré :

— en notant o, = E u; 5, la suite (0,), oy converge.

o<i<n
0<jsn
“+o00 “+o0o “+oo
/ . .
Et alors, E Sj:E SZ-:E w, = lim E u;; | = lim o,.
n—-+00 n——+00
j=0 i=0 n=0 0<i,j<n

La série double est alors dite sommable.

Définition :  Soit (u; ;) )en2 une famille double de réels ou de complexes. Elle est dite som-
mable si la famille (|u;;]), ; est sommable.

Théoréme 2 :  Sila famille (|u;;]), ; est sommable, c’est-a-dire vérifie 'une des propriétés du
théoréme de Fubini et donc par équivalence, vérifie les quatre, alors la famille (u; ;), i sommable
par définition, vérifie elle-méme ces quatres propriétés i.e.

+o0 +oo +o0 +oo +oo n
E E um = E E ui,j = E Un_m = lim E um
n—-+o00o
=0 7=0 7=0 =0 n=0 =0 0<i,5<n



Chapitre 2

Compléments d’algébre

2.1 Compléments sur les groupes

Définition : Structure de groupe : Soit G un ensemble et * une loi de composition interne
sur G.
On dit que (G, *) a une structure de groupe lorsque :
e x est une lci sur G;
e x est associative;
e x admet un élément neutre e € G ;
e tout élément x € GG doit admettre un symétrique pour * dans G.
Si de plus, * est commutative, on dira que (G, *) est un groupe commutatif ou abélien.

Caractérisation des sous-groupes : Soit (G, %) un groupen et H C G.
(H, *) sous-groupe de (G, ) si et seulement si :

[ J 1G eH

eVeeH o 'eH

e Vx,yc H xxy € H.
ouU

[ J 1G eH

eV ye H xxy ' € H

Définition / Théoréme : groupe produit : Soit (G, *) et (G',e) deux groupes (resp.
commutatifs).
En définissant dans G x G’ la loi (I par :

V(a,b) € G x G', Y(c,d) € Gx G, (a,b)(c,d) = (a*c,bed)

alors (G x G',0) est un groupe produit (resp. commutatif).

Définition : sous-goupe engendré : Soit (G, *) un groupe et A une partie de G. On appelle
sous-groupe engendré par A, noté Gr(A), le plus petit sous-groupe (au sens de l'inclusion)
contenant A.

Définition : relation d’équivalence : Soit # une relation (binaire) définie sur un ensemble
E. On dit que Z est une relation d’équivalence si elle est :

o réflexive : Va € F, aZa;

e symétrique : V(a,b) € E?, si aZb alors bZa;

e transitive : V(a,b,c) € E®, si a%b et b%c, alors aZc.



Définition : classes d’équivalences : Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble
E. Soit x € E. La classe d’équivalence de x est définie par :

Cl(z) ={y € E | y%x}

Propriétés :

e Cl(z) =Cl(y) & [zZy)]

e Y(z,y) € E? ou bien Cl(x) = Cl(y) ou bien Cl(x) N Cl(y) =

e [’ensemble des classes d’équivalences forme une partition de E, ce qui signifie qu’on
obtient un ensemble de parties de E tel que :
— aucune n’est vide;
— deux disctinctes sont nécessairement disjointes ;
— leur réunion est égale a F.

Définition : relation de congruence modulo n (n € N) :  On définit sur Z la relation de
congruence modulo n par : ¥(a,b) € Z* : a = bn] & n|(a —b) < Ik € Z/a = b+ kn.

Définition : L’ensemble des classes d’équivalence s’appelle I’ensemble quotient de E par &
et est noté E/Z%.

Proposition préliminaire : Soit a,b € Z, soit n € N. Si a = d'[n] et b = V[n], alors
a+b=d +Vn]

Définition : Soient @,b € Z/nZ. a® b= a + b.
Théoréme : (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

Propriétés :
° Iest toujours générateur de Z/nZ. B B
e k est toujours générateur de Z/nZ < 1 € Gr (k:) & Ju € Z tel que 1 = uk.

Théoréme : Soient n € N et k € Z. [k est générateur de Z/nZ] < [k An = 1].
Lemme fondamental : Les sous-groupes de 7Z s’écrivent de la forme nZ ot n € N.

Théoréme : Soit (G, ) un groupe de neutre e. Soit a € G. Soit Gr(a) le groupe engendré
par a (des puissances de a). Alors :
e ou bien Gr(a) ~ Z : on dit que a est d’ordre infini.
— Card (Gr(a)) = o0;
—ad"=esn=0,;
— Gr(a) = { a2 a e at,d?, .. }
e ou bien Gr(a) ~ Z/nZ avec n € N* : on dit que a est d’ordre n.
— Card (Gr(a)) =n;
— n = Min ({k 6 N*/a = 0})
~ Gr(a) = {e,d",a*, ..., a" "}

Groupes monogéne, cyclique : Un groupe G est dit :

e monogene s'il existe a € G tel que G = Gr(a);
e cyclique s’il est monogeéne et fini.

10



2.2 Compléments sur les anneaux

Définition : anneau : Soit A un ensemble et @ et * deux lois de composition interne sur A.
On dit que (A, @, *) a une structure d’anneau lorsque :

(A, ®) est un groupe commutatif;

x est associative;

x admet un élément neutre;

x est distributive par rapport & & : Va,y,z € A, o x (ydz2) = (xxy) & (x x 2) et
(y@z)xx=(yxx) P (zxx).

Si de plus * est commutative, on dit que (A, @, *) est un anneau commutatif.

Proposition : caractérisation des sous-anneaux : Soit (4, +,-) un anneau et A’ C A.
(A',+,-) sous-anneau de (A, +,-) si et seulement si :

e 1,€ A/;

o Va,be A,

L.a+(-b) e A,
2. a-bec A.

Morphisme d’anneau : Soit (A, +,) et (4, ®,®) deux anneaux. Soit f : A — A’ une
application. On dit que f est un morphisme de anneau (A,+,-) dans Panneau (A4’ ®, ®)
lorsque :

o f(la)=1u;

e Va,be A,

L fla+0b) = f(a)® f(b);
2. fla-b) = f(a) ® f(b).

Théoréme : Soit (A, +, X) un anneau.
Soit. A* I'ensemble des éléments inversibles i.e. «  inversible »<> 37" € Atel que x x 2’ =14 =
2’ x z, alors (A*, X) est un groupe appelé groupe des inversibles.

Définition : idéal d’un anneau commutatif : Soit (A4, +, x) un anneau commutatif.
Soit Z une partie de A. On dit que Z est idéal de A si :

e (Z,+) est un sous-groupe de (A, +);

o «sur-stabilité» :Va € A, Ve €I, axx € 1.
Propriété : [Z = A] < [14 € Z].

Définition : notion de divisibilité : Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Soient a,b € A.
On dit que b divise a ou que a est un multiple de b que 1'on écrit bla lorsque : Ik € A tel que
a =b x k ou encore a € bA.

Propriété : Soient a et b deux éléments d'un anneau A. bla < aA C bA.

Propriété : noyau d’un morphisme d’anneau : Soit ® un morphisme d’anneau de A vers
A'. Soit Ker ® ={x € A/ ®(x) =04}. Alors Ker ® est un idéal de 'anneau A.

11



Proposition : intersection et somme de deux idéaux : Soient Z et J deux idéaux d’un
anneau A. Alors :
e 7N J est un idéal de A. C’est le plus grand idéal (au sens de l'inclusion) inclus dans 7
et dans J.
e 7+ J ={{a+b/acZbe J} est un idéal de A, c’est le plus petit idéal (au sens de
I'inclusion) contenant a la fois Z et J et doonc ZU J.

Application 1 : arithmétique dans Z :

: .| meN
PPCM : m = PPCM(a,b) = aV b si et seulement si 7 — aZ. A bZ
PGCD : d = PGCD(a,b) = a A b si et seulement si deN
’ dZ. = aZ. + bZ

Application 2 : arithmétique dans K[X] :

Théoréme de base : Les seuls idéaux de K[X] s’écrivent, avec P € K[X] :
P-K[X]={PxA/AcKX]} = (P)

PPCM :
e siA=0ouB=0,1le PPCM de A et BestO;
e sinon, M = AV B est 'unique polynéme unitaire tel que (A) N (B) = (M).

Ceci traduit que VP € K[X], { gh]; < (AvV B)|P.

PGCD :

esiA=0et B=0,le PGCD de A et Best 0;
e sinon, D = A A B est 'unique polynéme unitaire tel que (A) + (B) = (D).

Ceci traduit que VA € K[X], { ﬁlg < Al(AV B).
Compatibilité de la loi x avec la relation de congruence :

Propriété : Soit n € N, V(a,b,c,d) € Z*. Si a = b[n] et ¢ = d[n], alors a x ¢ = b x d[n).
Corolaire : Soit n € N. Soient (a,b) € Z? et k € Z. Si a = b[n], alors a* = b¥[n).

Conséquence : On n’a donc aucun probléme & définir dans Z/nZ a® b = a x b.

a = blm]
Autre propriété intéressante : | a = b[n] = [a=b[mn]]
mAn=1

Théoréme : éléments inversibles de Z/nZ pour x :

[k est inversible dans Z/nZ pour x | < [k An =1]

Théoréme : anneau (Z/nZ,+, x) : (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.
e Il est intégre si n € PU{0}.
e (C’est un corps si n € P.

Définition : la fonction indicatrice d’Euler : On appelle fonction indicatrice d’Euler la
fonction @ : N — N définie par : Vn € N, ®(n) = Card ((Z/nZ)").

12



Théoréme : théoréme de factorisation : Soit ¥ un morphsime d’anneau de Z sur A.
Soit Ker ¥ = nZ (puisque c’est un sous-groupe de (Z,+) / un idéal de (Z,+, x)). Soit S :
{ %:EZ/HZ . Alors il existe un morphisme U tel que U Z/nZ — Aet U= Uo S.

Application 1 : caractéristique d’un corps :

Définition : caractéristique d’un corps : La caractéristique d’un corps K est :
e ¢galeaOsiVmeZ m-1xg & m=20;
o égale & Min{m € N*|m - 1x = O} sinon.
, . 7 — K
C’est aussi le nombre ¢ tel que Ker ¥ = gZ pour V : .
m—m-1lg
Propriétés :
1. Si K est un corps de caractéristique ¢, Vn € Z, m-1x = 0 & m € qZ, m € Ker U

2. 81q#0,qeP.

Application 2 : théoréme chinois : Soient m,n € N tels que m An = 1, (a,b) € Z*. Le
r = a[m]
x = b[n]
xo. L’ensemble des solutions est alors S = xy + (mn)Z.

systeme d’équation { ou x est une inconnue entiére admet au moins une solution

13



Chapitre 3

Compléments d’algébre linéaire

3.1 Familles génératrices, libres, bases

Définition 1 : Soit (\;);cr une famille de scalaires (éléments d'un corps K).
e On dit que c’est une famille de scalaire presque tous nuls si tous les scalaires sont nuls
sauf un nombre fini d’entre eux.
e L’ensemble I' = {i € I|)\; # 0} est appelé le support de la famille (\;)e;.

Définition 2 : Soit (u;);e; une famille quelconque de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. On
appelle combinaison linéaire de la famille de vecteurs (u;);e; tout vecteur u € E qui s’écrit

u = Z Aitt; ot (A;);er est une famille de scalaires presque tous nuls.
i€l

Définition 3 : Soit (z;);c; une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E.

1. (z;)ier est dite génératrice si tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire de
vecteurs de la famille (x;);c; i.e. Vo € E, 3(2:)ier € K' presque tous nuls tels que z =
n

Z Aiz; ou encore 3(iy, ..., i,) € I" tel que x = Z i, T
icl j=1

2. (24)ier est dite libre - les x; sont linéairement indépendants - si la seule combinaison
linéaire des x; égale au vecteur nul est celle pour laquelle tous les coefficients sont nuls

i.e. V(\i)ier € K presque tous nuls, [Z Nix; =0g| = Vie I, \,=0].
iel
3. (x;)ier est dite liée - les z; sont linéairement dépendants - si elle n’est pas libre.

4. C’est une base si elle est a la fois génératrice et libre.

Propriété importante : Si B est une base de E, tout vecteur de E s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire de vecteurs de B.

Quelques rappels de la dimension fini :
e Un espace vectoriel de dimension fini est un espace vectoriel admettant une famille géné-
ratrice finie.

e Théoréeme fondamental : dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont
le méme nombre d’éléments, appelée la dimension de E noté dimx E = n.

e Si GG est génératrice, Card(G) = n.

e Si L est libre, Card(L) < n.

e Si B est libre ou génératrice, et si Card(B) = n alors B est une base.
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e Si Card(L) > n, L est lice.
Si Card(L) < n, L n’est pas génératrice donc Vect(L) # E.

e Théoréme de la base incompléte : si L est libre et si Card(L) = p < n, il existe un (n —p)
vecteurs Uy—p, . . ., Uy, tels que LQ(u,_yp, ..., u,) (concaténation) sera une base de E.

Proposition : Soit B = (¢;);c; une base de E. Soit F = (f;);cs une famille de vecteurs de F.
Alors

e il existe une et une seule application ¢ : E — F telle que Vi € I, p(e;) = fi;

e ¢ bijective < (f;)ies est une base de FE.

Proposition : espace vectoriel produit : Soit (E, +,-) et (F,®, o) deux K-espaces vecto-
riels. On définit sur le produit £ x F'

e une addition : ¥(z,v), (z/,y) € (E x F)?, (z,y) B (2',y) = (z + 2",y Dy);

e un produit externe : V(z,y) € E X F,Va € K, a® (z,y) = (a-z,a 0 y).
Alors (E x F,H,®) est un K-espace vectoriel. De plus, si £ et I sont de dimension finie,
dim(E x F') = dim E + dim F.

Généralisation : Si (E;)icpin) est une famille de K-espaces vectoriels de dimension finie,

H FE; est un K-espace vectoriel de dimension finie avec dim <H EZ> = Z dim F;.
i=1

i=1 i=1

3.2 Structure d’algébre

Définition 1 : Soit A un ensemble, + et x deux lois de compositions internes sur A et - une
loi de composition externe sur A. Si

1. (A, +, X) est un anneau (resp. commutatif, resp. intégre) ;
2. (A, +,-) est un K-espace vectoriel (K étant un coprs);
3. VaeKVr,ye A,a-(zxy)=(a-z)xy=xX (a-y)

On dit que (A, +, X, -) est une K-algébre (resp. commutative, resp. intégre).

Définition 2 : Soit (A, +, X, ) une algebre. On dit que (A’,+, X, -) est sous algebre de A si
A est A la fois un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de A. Autrement dit :
e A'C A,
o Vo.y e A \Va € K,
l.o+ye A,
2. xxyeA;
3. a-ye A
e 1, € A

Définition 3 : Soit p : A — B ou A et B sont deux K-algébres. On dit que ¢ est un mor-
phisme d’algébre si c’est a la fois un morphisme d’anneau et une application linéaire. Autrement
dit : Vz,y € A,Va € K,

* o(r+y) =) +ey);
e oz xy)=w(r)xey);
* pla-r)=a-p();

[ gO(lA)—lA/
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3.3 Somme et somme directe de sous-espace vectoriel

Rappels de Sup sur la somme de sous-expaces vectoriels : Si F' et G sont deux sous-
espace vectoriels de F,
e "N G est un sous-espace vectoriel de £ (mais non F'U G a priori) ;
e F+G={z+y/ (z,y) € F x G} est un sous-espace vectoriel, le plus petit sous-espace
vectoriel contenant F' et G et donc F' UG ;
e '+ G est une somme directe si F NG = {0g} (attention : faux a partir de 3 sous-espaces
vectoriels) ;

o [ = FdGie. F et G sont supplémentaires < { E=F+G { dm B = dim £ + dim G

FNG={0g} FNG={05)

Définition 1 : somme de n sous-epsaces vectoriels : Soient (Ei>z'€[[1,n]] une famille de n
sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de ces sous-espaces vectoriels le sous-espace

vectoriel ZEZ = {le /Vie[l,n],x; € EZ}
i=1

1=0

n

Définition 2 : La somme E E; des n sous-espaces vectoriels E; est dite directe si elle vérifie
i=1

I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

1. Y(xy,...,2,) € HEi’ si le = 0p alors Vi € [1,n],z; = 0g;

i=1 i=1

2. Vx € zn:Ei, Mxy,...,z,) € ﬁEZ tel que x = zn:xz
i=1 i=1 i=1

Théoréme 1 : Soit (Ei)ie[[mﬂ une famille de n sous-espaces vectoriels.

[La somme Z E; est directe ] & [dim (Z EZ> = Z (dim E;)
i=1

i=1 i=1

n
Théoréme 2 : Soient Fi,...,FE, n sous-espaces vectoriels de E. Si la somme EBEZ est

i=1
directe,

& |dimE = ZdimEi

=1

E-= éE
i=1

Rappels de Sup sur les projecteurs : Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de E' i.e. F® G = E. Ainsi, Ve € F, I(y,2) € F x G tel que x =y + 2.

e Projection de F sur F' de direction G : p: { E—=E ;

T=y+zr—=y

E—FE '
r=y+z—=z’
[p € L(E) et pop=p| < [pest un projecteur];
poq=0gm =qop p+q=Ildp;
Imp=F Ker p=GaG.

Projection de E sur G de direction F' : ¢ : {
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Définition : Soit n sous-espaces vectoriels de E tels que E = @ E; (). La projection de E
i=1

n
sur E; relativement a la décomposition () est la projection de E sur E; de direction @ E;.

=1
i#£]
FE—F

Autrement dit, p : - )
’ T = Z T > X
i=1

Propriétés :
o p; € L(E) et p; o p; = pj. p; est donc un projecteur;
e sii# j,piop; =0cm =pjop;

[ ij I[dE,
i=1

o]mpj:Ej K@ij:@Ei.

=y
3.4 Noyau et image d’une application linéaire :

Théoréme 1 : Soit f € L(E, F), H sous-espace vectoriel de E. Soit } : { [;Z: ?Z;L)f

f est un isomorphisme si et seulement si H est un supplémentaire de Ker f.

Théoréme 2 : théoréme du rang : Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, /' un
K-espace vectoriel. Soit f € L(E, F).
Alors Im f est de dimension finie et dim F = dim(/m f) + dim(Ker f).

Théoréme 3 : Si EF et F sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie n et si
feL(EF),
f isomorphisme < rg(f) =n < f surjective & Ker f = {0g} < f injective.

Lemme : Si G et H sont deux supplémentaires d’'un méme sous-espace vectoriel F', alors ils
ont méme dimension.

Définition : Si un sous-espace vectoriel F' de E admet un supplémentaire G de dimension
finie, on appelle codimension de F' la dimension de G noté codim F'.
Si F=F®G, codim F'=dimG.

Théoréme du rang généralisé : Soient E et ' deux K-espaces vectoriels dont 'un au
moins est de dimension finie. Soit f € L(F, F'). Alors

e Im f est de dimension finie;

e Ker f est de codimension finie;

e codim (Ker f)=dim(Im f).
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Théoréme : interpolation de Lagrange : Soient zq,...,x, n réels distincts. Soit pour

i €[1,n],
[1(X — ;)
j=1
[ i
[1(z; — ;)
j=1
J#
Alors :
e la famille (L;);cp o est une base de K,,_1[X] dite de Lagrange relative au n-uplet (z1,...,2,);

e le probléme d’interpolation i.e. chercher P € R, _1[X] tel que Vi € [1,n], P(x;) = y; ou

(Y1, --,Yn) € R" admet une et une seule solution P = Z yil;.
i=1

3.5 Dualité

Définition : hyperplan : On appelle hyperplan d'un K-espace vectoriel tout sous-espace
vectoriel de codimension 1.
Ainsi, [H est un hyperplan] < [Ja € E\ {Og} | H ® Vect(a) = E].

Théoréme 1 : Soit ¢ € L(E,K) i.e. une forme linéaire avec ¢ # O l'application nulle. Alors
e Ker ¢ est un hyperplan H ;
e si ¢ € L(F,K) s’annule sur H, alors Ja €e K | ¥ = a - .

Théoréme 2 : Tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle dual de E que 1'on note souvent E*
I'ensemble L(E, K) i.e. 'ensemble des formes linéaires de F sur K.

Proposition : Va € E\ {0g}, 3p € L(E,K) | p(a) = 1.

Corollaire : L’ensemble {x € F | Vyp € L(E,K), p(z) = 0} = {0g}.

Définition : base dual d’une base B de E : Soit B = (ey,...,e,) une base de E. On
appelle base duale de F la base B* = (e],...,er) du dual E* ou Vi € [1,n], e est défini par

Vj € [[17”]]’ ez(ej) = 5%]"

Théoréme : (e],...,e) est bien une base du dual E*.

Conséquence : relation de dualité : Soit (e, e,) une base de E et (e],...,e)) sa base

duale. Vo € E, v = ej(z)e; + ...+ e (x)en, Yo € E*, @(er)e] + ...+ p(en)er.

Théoréme : base antéduale : A toute base B de E* est associée une et une seule base B
de E dont B’ est la duale. B et appelée la base antéduale de B'.

Théoréme 1 : Soit F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie avec dim F' = p,
dim E = n. Les formes linéaires sur £ qui s’annulent sur F' constituent un sous-espace vectoriel
de E* de dimension n — p.
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q

Théoréme 2 :  Si (¢1,...,¢,) est une famille libre de E*, alors F' = ﬂ Ker ; est un sous-
i=1
espace vectoriel de dimension n — q.

q
De plus, si ¢ € E*, [p s'annule sur F| < [3(A1,..., ) €K/ p= Z)\z’%‘ :
i=1

3.6 Rappels et compléments de calcul matriciel
Définition : trace : Soit M € M, (K). M = (a;;); jcp,n)- On appelle trace de M la somme

de ses éléments diagonaux : tr(M) = Z ;-
i=1

Propriétés :
1. tr: M,(K) — K est linéaire.
2. VA, B € M, (K), tr(A x B) =tr(B x A).
3. Si A et B sont des matrices semblables, tr(A) = tr(B).

Rappels :
e Deux matrices A et B sont dites semblables s’il existe P € G L, (K) telle que B = P~ AP.
e Si E est un K-espace vectoriel de dimension n, de base B = (e, ..., e,), toute matrice A

est la matrice d'un endomorphisme de E dans B i.e. A = Mp(u) ou u € L(FE).

e Si B’ est une autre base de E, si P = Pass(B,B'), alors la matrice de u dans la base B’
est : A/ = P71AP.

e Ainsi deux matrices semblables sont deux matrices qui représentent le méme endomor-
phisme dans des bases différentes.

Corollaire : Siu € L(E), si A = Mp(u), tr(A) ne dépend pas de la base B choisie. On la
note tr(u) : c’est la trace de I’endomorphisme u.

Définition : Soient A, B € M, ,(K). A et B sont dites équivalentes si 3P € GL,(K), 3Q €
GL,(K) / B=Q 'AP.

Propriété : Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.

Lemme : Si M € M,,, M est équivalentes & une matrice de format p x ¢ ot r = rg(M)
1 0 |

|

. |
suivante : | — — — 4+ —

|

|

|

pXxq

Corollaire : rg(ty) =rg(M).
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Opérations élémentaires sur les matrices :
Idée : effectuer une opération sur les lignes (resp. sur les colonnes) d’une matrice revient a
multiplier cette matrice & gauche (resp. a droite) par une matrice inversible.
a b c
On applique les modification sur la matrice [ d e f
g h i

pour faire Lo <— Ly 4+ L.

Utilités :
e Résoudre un sustéme d’équation linéaires.
e (Calculer le rang d’une matrice.
e Calculer I'inverse d’une matrice (méthode de Gauss-Jordan).
e (Calculer le déterminant.
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Chapitre 4

Réduction des endomorphismes

4.1 Sous-espaces stables

Défintion : Soit u € L(E) et I un sous-espace vectoriel de E.
e On dit que F est stable par u si u(F') C F i.e. Yz € F, u(z) € F. On peut alors définir
F—=F

la restriction up :
x = u(x

) et up € L(E) : up s’appelle 'endomorphisme induit de

u sur F.
Propriété : Si u et v commutent, alors Ker v et I'm v sont stables par w.

Représentation matricielle en dimension finie : Soit u € L(F), F' un sous-espace vecto-

riel stable par u. Soit (ey,...,e,) une base de F' et complétons 1a par (epi1, ..., e,). Soit donc
B=(e1,....€p€pi1,-..,€n). S0it M = Mp(u).
ayp ... Qap1 X ... X
ap1 .. Qpp X ... X A B\ .
M = ’é o 6” R de la forme M = <0 C’) out A eM,,(K),BeM,, ,(K),
0O ... 0 x ... X

0eM,_,,(K), C e M_p,n»(K).
det M = det A x det C.

Généralisation :
Ay 0
M = A
0 A,

P
On aurait en fait £/ = @ E; ou chaque E; est stable par u (puisque visuellement, Vo € E;, u(x) € E;),
i=1

p
on aura det M = H det(A;).

i=1
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4.2 Polynomes d’endomorphismes, polynémes de matrices

Définition : Soit P € K[X] avec P = Z a; X". Soit u € L(E), A € M, (K).

=0
e On note P(u) I'endomorphisme défini par P(u) = Z a;u’ (ot u’ = Id)
i=0

ie. P(u)=ap-Id+a;-u+...+a,- u".

e On note P(A) la matrice définie par P(A) = Z a; A" (ot A° = I,,)
i=0
ie. P(A)=ao-In+a-A+...+a, A"

Propriété : Si A = Mg(u), P(A) = Mg (P (u)).

ition : Soi <. ) KX = L(E) . KIX] = Mo (K)
Proposition: Soitu € L(E), A € M,,(K). Soit © : { P Pu) t W P P(A)
Alors les endomorphismes ® et U sont des morphismes d’algébres.

K[X] — L(E)
P P(u)
Im ®={®(P) | PeK[X]|} ={P(u) | P € K[X]}. C’est une sous-algébre de L(F) notée K[u].
C’est méme une sous-algébre commutative de ’algébre non commutative L(F).

De méme avec les matrices, K[A] = {P(A) | P € K[X]} est une sous-algébre commutative de
l'algebre non commutative M,,(K).

Conséquences : Reprenons P : est un morphisme d’algebre.

Propriétés : Soient u,v € L(F).
e Si v commute avec u, v commute avec P(u).
o P('A)= (P (A)) P(A) =P (4).
o Im (P (u)) et Ker (P (u)) sont stables par .

Idéal annulateur et polyné6me minimal : Revenons au morphisme d’algebre @ : { Hé[i] Z:EuE)(E)
(raisonnement identique avec les matrices).
Ker ® = {P € K[X] | P(u) = 0} est un sous-espace vectoriel de K[X] mais surtout un idéal
de K[X] appelé 'idéal annulateur de I’endormorphisme u.
Or, dans K[X], les seuls idéaux sont du type M - K[X] = (M) i.e. constitué des multiples de
I'un d’entre eux.
e Ou M = Ogpx}, P = 0 est donc le seul polynome annulateur de v (que si E est de
dimension finie) ;
e Ou bien M # Og[x] : on peut, quitte a le diviser par son coefficient dominant, choisir M
unitaire : ce sera le « polynome minimal » de u.

Proposition : Si dim E est finie, si u € L(FE), alors il existe au moins un polynéme non nul
annulateur de u.

Définition : On appelle polynéme minimal de v € L(FE) ou E est de dimension finie (resp
de A € M,,(K)) 'unique polyndéme unitaire qui engendre I'idéal des polynomes annulateurs.
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Lemme : Soit P,Q € K[X] tels que P A Q = 1. Soit u € L(E). Alors :

Ker (PQ) (u) = Ker (P (u) & Ker (Q ()

Geénéralisation : Si Py, ..., P sont k polyndmes deux & deux premiers entre eux, alors :

(_H R) <u>] = @ Ker (P; (u))

Théoréme : théoréme de décomposition des noyaux : Soit P un polynéme annula-

Ker

k
teur de u (par exemple le polynéme minimal p,). Si P se décompose en P = HH, avec
i=1

k
Vi,j € [L, k], i# 7, P,AP;=1,alors E = @K@T (P; (u)).

i=1

Proposition : lien avec le polynéme minimal d’un endormorphisme : Soit u € L(F)
avec dim F = n € N, B une base de E. Soit M = Mp(u). u et M ont le méme polynome
minimal : p, = py.

Corollaire : Deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal.

Propriété : polynéme minimal et endormorphisme réduit : Soit u € L(F), soif F un
sous-espace vectoriel de E stable par u. Soit up 'endomorphisme induit, alors pi, .| ft.

4.3 Valeurs propres

Définitions 1 : Soit u € L(E).
1. Soit A € K. On dit que \ est valeur propre de u s'il existe x € E'\ {Og} tel que u(z) = Az.
2. Soit z € E\{0g} : on dit que z est vecteur propre de u s'il existe A € K tel que u(x) = Az.

3. L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme est appelé le spectre de u et est noté

SpK(u)
Propriété : Si dim F est finie, alors : [\ est valeur propre] < [(u — A\ - Idg) ¢ GL(E)].

Définition 2 : Soit u € L(FE), A € Sp(u). L'ensemble E)(u) = Ker(u— \-Idg) est un
sous-espace vectoriel de E distinct de {Og} appelé le sous-espace propre associé a A et a u. Il
est constitué de tous les vecteurs propres associés a A de E et de Og.

Proposition : Soit u € L(E).
1. La somme d’une famille finie de sous-espace vectoriel propre de u distincts est nécessai-

k
rement directe (EB E,\Z.) .

i=1
2. Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est nécessaire-
ment libre.

Propriété : Soit u € L(E), A € K, P € K[X]. Si A € Sp(u) alors P(\) € Sp (P (u)).
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Théoréme : valeurs propres et polynéme minimal : Soit u € L(FE).
1. Les valeurs propres de u sont racines de tout polynéme annulateur de w.

2. Les valeurs propres de u sont les racines du polynéme minimal de u.

Définition : cas des matrices : Soit M € M,,(K). Soit v € L(K") | M, (K") = M avec
C, la base canonique de K".

1. Soit A € K. On dit que X est une valeur propre de M s’il est valeur de u© donc 3X € K"
tel que X #0et M- X =)\ X.

2. Soit X un vecteur de K". On dit que X est vecteur propre de M s’il est non nul et s’il
existe \e K| M- X =X-X.

3. Le spectre de M est aussi le spectre de v donc I'ensemble des valeurs propres de M : on
le note Spx(M).

4. Le sous-espace propre associé a A est E\(M) = Ker (M — X-1) ie. Ker (u— X Idg).
Propriété : changement de corps : Si M € M, (R), Spr(M) C Spc(M).

Propriétés :
1. [A valeur propre de M| < [(M —X-I) ¢ GL,(K)] < [det (M — X-I) = 0]
2. [N e Sp(M)] & [P(A) € Sp(P (M))]
3. Les valeurs propres de M sont racines de tout polyndme annulateur et sont les racines de
son polynome minimal. Sp(M) = Rac(pup).

4. Si deux matrices sont semblables, elles ont le méme spectre.

4.4 Polyndme caractéristique

Définition 1 : polynéme caractéristique d’une matrice : Soit A € M,,(K). On appelle
polynéme caractéristique de A le polynéme P = det (X - I — A).
P est souvent noté ya. d'xa =nsi A€ M,(K). xa=X"—tr(A)- X" '+ ...+ (=1)"det A.

Propriété : Deux matrices semblables ont forcément le méme polyndéme caractéristique.

Définition 2 : Soit u € L(F), A = Mp(u) ou B est une base quelconque. On appelle
polynéme caractéristique de u le polynéme x, = xa. Il ne dépend pas de la base B choisie.
Xo= X" —tr(u) - X" ' +...+ (=1)"det u. Retenons aussi que x,()\) = det(\ - Idg — u).

Proposition : cas d’un endomorphisme induit : Si u stabilise F' i.e. F' est stable par u
ot F est un sous-espace vectoriel de E, alors y.,|x. oU urp endomorphisme induit € L(F').

k
Corollaire : Si E = @Fz et si u € L(E) est tel que Vi € [1,k], F; est stable par u, alors

i=1
k

Xu = H Xu; OU u; = up, i.e. 'endomorphisme induit de u sur F;.

i=1

Théoréme : Les valeurs propres de u € L(FE) sont les racines du polynéme caractéristique
de u.
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Définition : ordre de multiplicité : Soit A une valeur propre de u (resp. de A). On dit que
A est d’ordre k& € N* si A est racine de x, (resp. de x4) d’ordre k.

Théoréme : Si A est valeur propre de u d’ordre m;, alors 1 < dim E), < m;.

Théoréme : théoréme de Hamilton-Cayley : Soit u € L(FE) (resp. A € M,,(K)). Soit x,
le polynéme caractérisitique de u (resp. x4 celui de A), alors x,(u) = Oz(g) (resp. xa(A) = 0).

Corollaire :  i,] x4

4.5 Endomorphismes diagonalisables

Définitions : Soit u € L(E), soit A € M,,(K).

1. On dit que u est diagonalisable s’il existe une base B de E pour laquelle Mg(u) est
diagonale.

2. On dit que A est diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.

Propriété : Si A est diagonalisable en A = P~' AP, alors les valeurs propres sont les éléments
de la diagonale de A et la multiplicité de chacune est son nombre d’occurence dans cette
diagonale.

Théoréme : Soit u € L(F). Les cing affirmations suivantes sont équivalentes.
1. u est diagonalisable.

2. F posséde une base de vecteurs propres.

k
3. F = @EAZ. ou k = Card(Sp(u)) et E\, = Ker (u— X Idg).

i=1

k
4. Z dim(E),) = n.
i=1

k
5. Xu est scindé i.e. x, = H(X —\)™ et Vi € [1, k], dim Ey, = m,.

i=1

Corollaire : Soit u € L(FE). Si x, est scindé a racines simples, alors u est diagonalisable.

Lemme : Soit v € L(FE), diagonalisable. Soit Sp(u) = {\;,i € [1,k]}. Vi € [1,k], E; =

Ker (u— \Idg). Soit p; la projection de E sur E; de direction é E;. Alors u = Aip1 + Aap2 +
j=1

i
oot Mpp et VP € K, P(u) = P(A)p1 + P(A2)p2 + ... + P(\k)pg-

Théoréme : caractérisation par le polynéme minimal : Soit u € L(F). u est diagona-
lisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples.

Corollaire : u € L(F) est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme annulateur
scindé a racines simples.
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4.6 Endomorphismes trigonalisable

Définition : Soit u € L(FE), soit M € M,,(K).

1. u est dite trigonalisable s’il existe une base B de E pour laquelle Mpg(u) est triangulaire
supérieure.

2. M est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice T' triangulaire supérieure.

Théoréme : caractérisation : Soit u € L(FE). Les quatres affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. u est trigonalisable.

2. X est scindé.

3. Il existe un polyndéme annulateur de u scindé.
4

. [y est scindé.

Corollaire : Si E est un C-espace vectoriel, alors tout endomorphisme v de E est trigonali-
sable. On aussi VM € M,,(C), M est trigonalisable.
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Chapitre 5

Espaces vectoriels normés : topologie

5.1 Norme

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel (K = R ou C). On appelle norme toute application
N :E —R" tel que :

1. Vo € E, N(x) est bien définie et N(x) € R";

2.Vx € E, N(x) =0z =0g;

3. Vx € E, Va e K, N(a-z) = |a|- N(z);

4. ¥(z,y) € E?, N(x +vy) < N(x) + N(y) : inégalité de Minkowski.

Propriété : seconde inégalité triangulaire : Vz,y € E, [N(z) — N(y)| < N(z — y).

Définition : distance : Soit £ un K-espace vectoriel muni d’une norme N (on dit que F
ExE — R"

u,v) s d(u,v) = [lu—of

est un espace vectoriel normé). Alors I'application d : { (

distance. En effet, elle vérifie les propriétés suivantes :
1. c’est bien une application de E x E dans R™;
2. Yu,v € E, d(u,v) & u=uv;
3. Y(u,v) € E?, d(u,v) = d(v,u);
4. Y(u,v,w) € E*, d(u,w) < d(u,v) + d(v, w).

Corollaire : seconde inégalité triangulaire : V(u,v,w) € E?, |d(u,v) — d(u, w)| < d(u, w).

Définition : distance 4 d’un « point »a une partie : Soit z € F et A C F avec A non
vide. On appelle distance de 2 & A le nombre d(z,a) = Inf ({d(x,y),y € A}).

Propriété : Ve,y € E, |d(z,a) —d(y,a)| < d(z,y).

Proposition : norme produit : Si F et I sont deux K-espace vectoriel normés par des

e ExF— R"
normes Ny et N,, alors l'application N : { (1, 0) = N(u, v) = Maz(Ny (w), Na(v)) est une
norme sur l'espace vectoriel produit £ x F. N est souvent appelé norme produit.
Geénéralisation : Avec n espace vectoriel normé Fi, ..., F,. Lanorme produit sur £ = F; X ... X F},

.y X B — R
. . (xla---axn)HM@ZE(HxiHFmiG[[lan]]) .
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Définitions : boule ouverte - boule fermée : Soit F un K-espace vectoriel normé. Soit
ac B, rcRT.

e On appelle boule ouverte de centre a de rayon r est : B={x € E | d(a,z) < r}.

e On appelle boule fermée de centre a de rayon r est : By = {x € E | d(a,z) < r}.

Définition : partie convexe : Soit A C E. A convexe < Va,b € A, [a,b] € A.
Propriété : Les boules ouvertes et fermées de E sont des parties convexes de E.

Définition : normes équivalentes : Soit £ un K-espace vectoriel normé et N; et Ny deux
normes sur F.

1. On dit que N; est dominée par Ns s'il existe a € R*" tel que : Vo € E, Ni(z) < alNy(z).

2. On dit que N7 et Ny sont équivalentes si N7 est dominée par N, et Ny est dominée par
N; ou encore, o, f € K* tels que Vo € E, aNy(z) < Ni(z) < BNy(z).

Si deux normes sont équivalentes, les notions de limites, de convergences, de continuité, etc ne
dépendent pas de la norme choisie. Seule exception : le caractére lipschitzien d’une fonction.

Théoréme : théoréme de Riesz : Dans un K-espace vectoriel de dimension finie, toutes
les normes sont équivalentes.

Définitions : parties bornées : Soit E un espace vectoriel normé de norme notée ||.||g.
1. Une partie A non vide de E est dite bornée si Ik € R tel que Vx € A, ||z||z < k.

2. Une fonction f: X — E ou X est un ensemble quelconque non vide est dite bornée si la
partie f(X) = {f(x) | x € X} est bornée.
Ou encore 3k € R tel que Vz € X, ||f(2)|g < k.

Proposition : L’espace vectoriel B(X, E) des fonctions f : X — E bornées ot X non vide
et E un espace vectoriel normé est lui-méme normé par || ||« = Sup{||f(2)||g | = € X}.

Définition : fonctions k-lipschitziennes : Soit f : E — F ou E et F sont des espaces
vectoriels normés. Soit & € R™. On dit que f est k-lipschitzienne si :

V(w,y) € E%, |If(2) = fW)llr < Kllz —ylle

Propriété : Si f : £ — F est k-lipschitzienne et g : F — G est k’-lipschitzienne avec
k k' € R, alors (go f) est k - k'-lipschitzienne.

5.2 Suites et séries dans un espace vectoriel normé

Définition : suites convergentes - divergentes : Soit u € ENie. (tn)nen est une suite a
valeur dans F un espace vectoriel.

1. Sl existe | € E tel que Ve > 0, dng € N, si n > ng, alors ||u, — l||g < ¢, on dit que

(Un)nen est convergente, que sa limite est [ et on écrit lim wu, = [.
n—-+4o00

2. Une suite divergente est une suite non convergente.
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k

Proposition : cas d’un espace vectoriel produit : Soit £ = HEj un espace vecto-
j=1

riel produit normé. Soit (un)ney € EN ie. Vn € N, u, € E donc u, = (Un1y--vyUpg) O

\V/j S [[1,]{?]], un,jEEj~ Soit | = (ll, .. ,lk) € FE.

. Il =,
un B ] e i € [1,K], uny —fi l;
n——+0o0

n—-+4o0o

Proposition : On retrouve les méme propriétés algébriques et structures comme l'unicité de
la limite, les opérations sur les limites, etc.

Définition : valeur d’adhérence : Soit (u,), € E" et a € E. On dit que a est valeur
d’adhérence de la suite (u,), si elle est limite d’une suite extraite de (uy,)y-

Proposition : Toute suite convergente admet une et une seule valeur d’adhérence.

Théoréme : théoréme de Bolzano-Weirtrass : Le théoréme de Bolzano-Weirtrass (vrai
dans R, C et tout K-espace vectoriel de dimension finie) peut s’énoncer « toute suite bornée de
E admet au moins une valeur d’adhérence ».

Définition : domination et négligeabilité : Soient (u,), € E" et (a,), € RY avec E un
espace vectoriel normé.

1. On dit que (uy,), est dominée par (), et on écrit u,, = O(ay,) si Ik € RY, Ing € N tel
que si n = ng alors ||u,||gp < k|an].

2. On dit que (u,), est négligeable devant (), et on écrit u,, = o(a,) si Ve > 0, Ing € N
tel que si n > ng alors ||u,||g < glay].

Définition : équivalences de suites : Soient (u,)nen € EY et (vp)nen € EY. On dit que
(un)n est équivalente a (vy,), et on écrit w, ol sty — vy = o (||ua])-
o

Définition : séries dans un espace vectoriel normé : Soit (u,), € E". Soit (S,), € E"
n

définie par Vn € N, 5, = Zuk On dit que la série Zun converge si la suite des sommes

k=0
+o0

partielles (S,,), converge. On note alors Z u, = lim S,.
o n—+oo

5.3 Elements de topologie

Définitions : voisinage, ouvert, fermé :

1. On dit que V € P(E) ou E est un espace vectoriel normé est un voisinage de a € E s’il
existe r > 0 tel que B(a,r) C V. On note V(a) 'ensemble des voisinages de a.

2. On dit que Q2 € P(FE) est un ouvert s’il est voisinage pour chacun de ses points. Autrement
dit, Q ouvert & Va € Q, 3Ir > 0 tel que B(a,r) € V(a).

3. On appelle fermé tout ensemble F dont le complémentaire 0z F est ouvert.
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Propriétés :
1. @ et E sont a la fois ouverts et fermés.

2. Toute réunion quelconque d’ouverts est un ouvert et toute intersection finie d’ouverts est
un ouvert.

3. Toute intersection quelconque de fermés est un fermé et toute réunion finie de fermés est
un fermé.

Théoréme : caractérisation séquentielle des fermés : Soit F' une partie d'un espace
vectoriel normé E. [F est fermé | < [ Toute suite (uy,)neny d’éléments de F' qui converge admet
une limite qui appartient a F.

Définition : ouverts, fermés, voisinages « relatifs » : Soit A une partie E. On dit que
) est un ouvert (resp. fermé, resp. un voisinage) relatif de A s’il existe un ouvert U (resp. un
fermé, resp. un voisinage) de E tel que 2 = U N A.

Définition : adhérence : Soit A € P(F) et a € E. On dit que a est adhérent & A si
Vr >0, Ba,r)NA# 2. B
L’« adhérence » de A est ’ensemble des points adhérents a A. Elle est noté A.

Définition : intérieur : Soit A € P(E) et a € E. On dit que a est « intérieur » & A si
Ir >0/ B(a,r) C A.

L’intérieur de A est ’ensemble des points intérieurs a A. Il est noté A.

Théoréme : caractérisation séquentielle d’un point adhérent : Soit A € P(E), z € E.

[reA] & [El(an)neN c AV | lirf a, = x} & [Vr >0, B(z,r)NA# 2].

Propriétés : Soit A, B € P(E).

1.CA=CA CA=CA4;
MCBH#HCE%XCEL

o

AcAcCA;
[A ouvert] & [A=A]  [A fermé] & [A =A];

A est ouvert et cest le plus grand ouvert inclus dans A;

SR S

A est fermé et c’est le plus petit fermé inclus dans A.

Définiton : frontiére : Soit A € P(E) avec E un espace vectoriel normé. La frontiére de A
est lensemble FrA = A\ A= AnNCA.

Propriétés : FrA est fermé et FrA = Fr (CA).

Définition : partie dense : Soit A, B € P(E). On dit que A est dense dans B si A D B.
Notamment, pour B = E. A dense dans F < A = FE.

Théoréme : caractérisation séquentielle de la densité: Adensedans E &V € E, x € A
& Ve e E, Iay), € AV telle que lim a, = x.

n—-+o0o
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5.4 Fonctions dans un espace vectoriel normé : limite, conti-
nuité

Définition : limite d’une fonction en un point : Soit f: A — Fou A C Eet E, F deux

espaces vectoriels normés. Soit a € A, soit [ € F.

On dit que f admet pour limite [ en a (ou au point a) et on écrit lim f(z) =1 ou lim f = [ i.e.
T—a a

si Ve >0, Ja > 0 tel que ||z —allp < aet z € A, alors ||f(x) —||r < e.

Théoréme : caractérisation séquentielle : Soit f : A — F avec A C E et E, F deux
espaces vectoriels normés. Soit a € A, [ € F. [lim f= l} & [V(Tn)nen € AY qui converge vers

a, la suite (f (x,)), converge vers []
Sia € A, [f continue en a| < [V(z,)nen telle que si x, — a, alors f(x,) — f(a)]

Proposition : limite et voisinage : Soit f : A — Favec A C F et E, F' deux espaces vecto-
riels normés. Soit a € A, [ € F. [limf = l} < VIV e V1), IV € V(a) tel que f(VNA) C W]

Définition : domination, négligeabilité : Soit f: A — Fet p: A — Ravec A C F et
E, F deux espaces vectoriels normés. Soit a € A.

1. Ondit que f est dominée par ¢ au voisinage de a et on écrit f = O(p) si Ik € R™* IV € V(a)
tel que Yz € V N A, [|f(@)r < ko). ’

2. On dit que f est négligeable devant ¢ au voisinage de a et on écrit f = o(p)siVe > 0, IV € V(a)
tel que Ve € VN A, ||f(2)]|r < glp(z)]. ’

Définition : équivalence : Soit f: A — Fetg: A— Favec AC E et E, F deux espaces
vectoriels normés. Soit a € A.
On dit que f est équivalente a g au voisinage de a et on écrit f ~ gsi f =g+ o(]|g]|)

Définition : continuité sur une partie A : Soit f: A — F avec F un espace vectoriel. f
est dite continue sur A si elle est continue en chaque point de A.

Proposition : continuité et densité : Soit A € P(E) avec E un espace vectoriel normé et
B € P(F) telle que B dense dans A. Soit f, g deux fonctions continues de A dans F' avec F' un
espace vectoriel normé. Si f et g coincident sur B (i.e. fi, = g|,) alors f et g sont égales.
Autrement dit, si B est dense dans A, si f,g € C(A,F), si Vx € B, f(x) = g(zx), alors
Ve e A, f(z) = g(x).

Théoréme : continuité et topologie : Soit d : E — F avec F, F deux espaces vectoriels
normés. Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :

1. f est continue sur F';
2. I'image réciproque de tout ouvert de F' est un ouvert de F;

3. 'image réciproque de tout fermé de F' est un fermé de F.
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5.5 Applications linéaires continues

Théoréme fondamental : Soit E et F' deux espaces vectoriels normés. Soit u € L(E, F).
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1. 3k € R" tel que Vo € E, |lu(z)||r < klz|5;

2. u est continue;

3. u est continue en Og ;

4. u est bornée sur la boule unité fermée By (0, 1);
5

. u est bornée sur la sphére unité S(0g, 1).

Proposition : Soit N; et N, deux normes de E un espace vectoriel normé. Les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. N; et Ny sont équivalentes ;
2. Id:{ (B, M) = (£, )

est bicontinue ;
=T

3. les ouverts de E pour la norme N; sont les ouverts de £ pour la norme Ns.

Propostion : Soit u € LC(F, F) avec E, F deux espaces vectoriels normés. Les trois nombres
suivants sont égaux et leur valeur est notée |||ull|.

o a= Sup u()llr = Sup{|uz)[r, z € S0r 1)};
S
llzllp=1
° b= Sup [u(2)||r = Sup{||u(z)|r, © € Bf(0g,1)};
HwIIE<1

vom sy Wle g (lolle o g o))

rem\(op) [[2]m [

LC(E,F) — R*
w = |[[ul]]
normés est une norme sur LC(E, F') et est appelée la « norme subordonnée ».

Proposition : L’application |||.||| : { avec F, F' deux espaces vectoriels

Propriété : Soit £ un espace vectoriel normé et u € LC(E, F), Vo € E, ||u(x)||r < ||ul|| X ||z||&-

Conséquence : Soit F un espace vectoriel normé et u € LC(FE, F),
|ulll = Min ({k € R* tel que Vz € E, |Ju(z)||r < kl|z|/g}).

Définition : notion d’algébre normée : Une algébre (A, +, X, -) est dite normée s'il existe
une norme N sur I'espace vectoriel (A, +,-) qui vérifie en outre deux propriétés :

4. Y(u,v) € A%, N(u xv) < N(u) x N(v);

5. N(14) =1.
On dit alors que N est une norme d’algéebre.

Proposition: (LC(E),|||.]||) est une algebre normée. On a notamment |||u o v||| < |||u]|| % |||v]]]-

Proposition : cas des applications bilinéaires : Soit B : E x ' — G une applica-
tion bilinéaire ott E, F' et G sont trois espaces vectoriels normées. S’il existe k € R™ tel que
V(z,y) € E X F, ||B(x,y)|| < k|x||g X ||y||r alors B est continue.
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Chapitre 6

Espaces vectoriels normés : compacité,
complétude

6.1 Compacité

Théoréme : théoréme de Bolzano-Weirtrass : De toute suite bornées de (Kk)N ouK=R
ou C et k € N*, on peut extraire une suite convergente.

Définition : partie compacte : Soit F un espace vectoriel normé et A une partie de E.
A est dite compacte si toute suite d’éléments de A admet au moins une valeur d’adhérence
a€ A

Théoréme 1 : Tout compact est nécessairement fermé et borné.

Propositions : Soit E et F' deux espaces vectoriels normés.
1. Si A est un compact de E et si B C A et si B est fermé, alors B est compact.
2. Soit A (resp. B) un compact de E (resp. de F), alors A X B est un compact de E' x F'.

Théoréme 2 : L’image d’un compact par une fonction continue est un compact.
Aurement dit : si f € C(E,F) ou E et F sont deux espaces vectoriels normés. Si A est un
compact de F, alors f(A) est un compact de F.

Théoréme : Toute fonction continue sur un segement de R et a valeur dans R est bornée et
atteint ses bornes.

Plus précisement : si f € C([a,b],R), alors Im, M € R tels que f([a,b]) = [m, M].

Proposition : Soit f: A — R continue ot A est un compact d’un espace vectoriel normé F,
alors f est bornée et atteint ses bornes.

Définition : uniforme continuité : Soit f : A — F avec E, F deux espaces vectoriels
normés et A C E. f est dite uniformément continue sur A si :

Ve >0, 3o > 0 tel que ¥(z,y) € A%, |z —yllp <a=|fx) - fy)lr<e

Théoréme : théoréme de Heine : Toute fonction continue sur un compact est uniformé-
ment continue.
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6.2 Complétude

Définition : suites de Cauchy : Soit £ un espace vectoriel normé. Une suite (uy)pen € E™
est dite de Cauchy si :

Ve > 0, 3ng € N tel que V(m,n) € N sin > m > ng alors ||u, — up||z <

Propriétés :
1. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.
2. Toute suite de Cauchy est bornée.

3. Toute suite de Cauchy qui admet une valeur d’adhérence est convergente.

Définition : partie compléte : Soit £ un espace vectoriel normé. Soit A € P(FE). On dit
que A est compléte si toute suite de Cauchy d’éléments de A est convergente dans A (i.e. sa
limite appartient a A).

Propositions :
1. Toute partie compléte est fermée.
2. Toute partie fermée dune partie compléte est compléte.

3. Toute partie compacte est compléte.

Définition : espace de Banach : On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé
complet.

Proposition : Les parties complétes d’un espace de Banach sont ses parties fermées.

Théoréme : critére de Cauchy pour les fonctions : Soit F' un espace de Banach, E' un
espace vectoriel normé et A C E. Soit f: A= F et a € A. lim f(x) existe si et seulement si
r—a

Ve > 0, 3a > 0, tel que V(z,y) € A%, si [|[z—allz < aet ||y—allz < a alors || f(z)—f(y)||r < e.
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Chapitre 7

Espaces vectoriels normés : dimension
finie, connexité par les arcs

7.1 Espaces vectoriels de dimension finie

Théroéme fondamental : théoréme de Riesz : Dans un espace vectoriel normé de di-
mension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Conséquences : En dimension finie, quelque soit la question topologique posée (a I’exception
prés de la k-lipschitzianité), le résultat ne dépend pas de la norme choisie et on choisit la norme
la plus adaptée.

Une fonction est k-lipschitzienne pour une norme et elle sera k'-lipschitzienne pour une autre
norme.

7.2 Compacité

Théoréme : théoréme de Bolzano-Weirstrass : Si F est un K-espace vectoriel de di-
mension finie (K = R ou C), toute suite bornée d’éléments de F admet au moins une valeur
d’adhérence.

Proposition : Les compacts d’un espace vectoriel normé de dimension finie sont ses fermés
bornés.

7.3 Complétude

Théoréme : Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach (i.e. est
complet).

Proposition : Les parties complétes d’un espace vectoriel de dimension finie sont ses parties
fermées.

Corollaire : Tout sous-espace vectoriel de dimension finie d’un espace vectoriel normé quel-
conque F est fermé.

35



7.4 Continuité et linéarité

Théoréme : Soit f € L(FE,F) ou E est un espace vectoriel normé de dimension finie et F
un espace vectoriel normé quelconque, alors f est continue.

Proposition : Soit E et F' deux espaces vectoriels de diemensions finies. Soit (f,,), € L(E, F)".
Soit Vn € N, A, = Mpp(fn) = (ai;). A= (ai;)i; = Mps(f). Les cing affirmations suivantes
sont équivalentes :

ve e E, lim fu(r) = f(2);
Vi e [1,4], Jlim f(es) = fle;);

V(i,j) € [1,p] x [1,4], nl_iglooaﬁj = Qjj;

SAEE

lim A, = A quelque soit les normes choisies.
n——+0o0o

Proposition : Soit £, F' et G trois espaces vectoriels normés. Si dim E et dim F' sont finies,
si f est linéaire de ¥ x F' dans G, alors f est continue.

7.5 Connexité par arcs

Définition : arc chemin : Soit A C E ou F est un espace vectoriel normé. Soit (a, b) € A%
On appelle arc (ou chemin) de A joignant a a b toute application continue ¢ : [, 5] — A telle
que p(a) = a et () = bou (o, B) € R? tels que o < S.

Définition : partie connexe par arcs : Une partie A d'un espace vectoriel normé F est
dite connexe par arcs si pour tout couple (a,b) € A?, il existe un arc joignant a et b.

Définition : partie étoilée : A une partie d’un espace vectoriel normé E est dite étoilée si

Jda € A tel que Vb € A, [a,b] C A.

Théoréme : connexité par arcs et continuité : Soit f € C(E, F) avec E, F' deux espaces
vectoriels normés. Soit A € P(E). Si A est connexe par arcs, alors f(A) est connexe par arcs.

Théoréme : Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles (autrement dit les parties
convexes).

Théoréme : théoréme des valeurs intermédiaires généralisé : Soit £ un espace vecto-
riel normé, soit A C E avec A connexe par arcs. Soit f € C(A,R).
e f(A) est un intervalle;

e Y(a,b) € f(A)? VYA€ [a,b] ou [b,a], 3z € A tel que f(z) = \.

Théoréme : Soit f: I — J continue. Si f est bijective, alors elle est strictement monotone
sur [.
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7.6 Compléments sur les séries dans un espace de Banach

Proposition : critére de Cauchy : Soit E u, une série dans un espace de Banach E avec

(tn)n € EV. Elle est convergente si et seulement si

n

>

i=m-+1

Ve >0, dng € N, sin > m > ngy, alors <e

Théoréme : Soit £ un espace de Banach. Si la série Z u; est absolument convergente, alors
elle est convergente.

Définition : Une algebre de Banach est une algébre normée compléte et de dimension finie
(en tant qu’espace vectoriel).

Théoréme : série géométrique dans un espace de Banach : Soit (A, +, X, ) une algebre
de Banach de norme notée ||.||. Soit u € A tel que ||u|| < 1, alors

e la série E u" converge absolument ;

+o0
e (14 — u) est inversible (dans 'anneau A) et (14 — u)_1 = Z u™.
n=0

Théoréme : série exponentielle :  Soit (A, +, X, ) une algébre de Banach. Pour tout u € A,
+oo

u" U

la série « exponentielle » Z — converge absolument et Z — est notée exp(u) ou e*.
n! “— nl

De plus, |le¥| < el

Enfin, si u et v € A commutent, e*" = e* x ¢".
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Chapitre 8

Suites et séries de fonctions

Dans tout le chapitre, les applications sont du type A — F ou A C E avec E un espace
vectoriel normé et F' un espace de Banach. Le plus souvent, £ = '=R. K =R ou C.

8.1 Suites de fonctions : divers types de convergence

Définition : convergence simple : Soit (f,),en une suite de fonctions de A dans F'. Soit f
une fonction de A dans F. On dit que (f,), converge simplement vers f et on écrit f, —> f si

Ve e A, fulr) — f(z)

n—-+o0o

Définition : convergence uniforme : Soit Vn € N f, : A — F,f : A — F. On dit que la
suite de fonction (f,), converge uniformément vers f si :

Ve > 0, dng € N tel que si n > ng alors Vo € A, ||fu(z) — f(2)]| <€

On note f, == f.
Proposition : Si f, = f, alors f, — f.

Théoréme 1 : conservation de la continuité par convergence uniforme : Soit (f,,)nen
une suite de fonctions de A dans F'. Soit f: A — F. Si ¥n € N (ou a partir d’un certain rang),
fn est continue et si (f,,)nen converge uniformément vers f, alors f est continue.

Théoréme 2 : double passage a la limitE ¢ Soit (fy)nen une suite de fonctions de A dans
F (F étant un espace de Banach). Soit a € A. On suppose :
e Vn € N, lim f,(z) existe et vaut b, ;
Tr—a

e (fn)n converge uniformément vers f.

Alors :
e lim f(z) existe;
Tr—a
e lim f(z) = lim b,
T—a n—+oo

Théoréme 3 : conservation du caractére borné par convergence uniforme : Soit
(fn)nen une suite de fonctions de A dans F'. Soit f: A — F. Si (f,), converge uniformément
vers f et Vn € N, f,, est bornée, alors f est bornée.

38



Définition - proposition : convergence en moyenne : On définit pour toute fonction
f € C([a,b],K) la norme N; (implicitement, a < b) :

b
:/ )l = |1/

Définition :  Soit (f,)nen € (C([a,b], K))N. Soit f € C([a,b],K). On dit que (f,)nen converge
en moyenne vers f (au sens de ||.||; si liril | fn — fll1 = 0.
n—-+0o0

Proposition : lien entre convergence en moyenne et convergence des intégrales :
Soit (fn)nen et f € C([a,b],K). Si (f,)nen converge en moyenne vers f sur [a, b], alors :

[ noa [ 50

Théoréme : lien entre convergence uniforme, en moyenne et des intégrales : Soit
(fn)nen- Si (fn)nen converge uniformément vers f sur [a, b], alors (f,,),en converge en moyenne
b

vers f sur [a,b] et nl—1>I-ll:loo/a fa(t)dt :/a f(t)dt.

Définition : Soit f, : I — Ket f: I — K avec I un intervalle de R. On dit que (fy,)nen
converge uniformément vers f sur tout segment de I si pour tout segment J tel que J C

], fn‘J ﬂ>f‘J

Proposition : Soit f, : I - Ket f: I — K avec I un intervalle de R. Si Vn € N, f, est
continue sur I et si (f,,)nen converge uniformément sur tout segment de I, alors f est continue
sur [.

Définition : convergence quadratique : On dit que (f,)nen € (C([a, ], K))Y converge vers
f en moyenne quadratique si || f, — f|2 = 0. C’est donc la convergence au sens ||.||o avec
n—-+0oo

vf e ot R, Il = ( | b|f(t)|2dt)1/2

Lemme : Vf € C([a,b],R),
Il < Vo —alfll2 < (b= a)l[fllee

Théoréme : lien entre convergence uniforme, quadratique et en moyenne : Soit
(fn)nEN € C([aa b]a K)N

[fn ot f] = [fn Il f] - [fn Mf} - ben(t)dt_) /abf(t)dt}

8.2 Convergence uniforme et dérivation

Proposition : convergence uniforme et primitivation : Soit [ un intervalle de R. Soit
(fu)nen € (C(I, KN, Soit f € C(I,K).

On suppose que (f,,), converge uniformément vers f sur tout segment J C I. Soit, pour tout
entier naturel n, g, la primitive de f, sur I qui s’annule en a et ¢ la primitive de f sur I qui
s’annule en a.

Alors (gn)nen converge uniformément vers g sur J.
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Convergence uniforme et dérivation : Soit (f,), € (C'(Z, K))N. On suppose que :
o f, == fsurl;
o f/ =% g sur tout segment de [.

Alors
o fcCYI,K);
e f'=y;

e f, =5 f sur tout segment de 1.

8.3 Application aux séries de fonctions

Définition : Si (f,,)nen est une série de fonctions de A dans K, Z fn désigne une « série de

n
fonction » (de terme général f,,). On note, pour tout entier naturel n : S, = Z fr la somme
k=0

partielle, c¢’est une fonction.
Si la suite de fonction (S, )nen converge (simplement ou uniformément) vers S, on dira que la

série de fonctions E fn converge et a pour somme S.

Définition : convergence simple : On dit que Z fn converge simplement et a pour somme
S si la suite de fonction (S, ),en converge simplement vers S.
Ou encore si Vz € A, Z fn(x) converge et a pour somme un scalaire noté S(z).

Définition : convergence uniforme : E fn converge uniformément et a pour somme S si

S, =% Sie. lim [|S — Sulle = 0.
n—-+4o0o

Théoréme :

1. Si Z f,, converge uniformément alors f, —= 0;

2. g fn converge uniformément et a pour somme S ot S est la somme de g fn au sens

+oo
de la convergence simple < R,, == 0 ot R, est le reste d’ordre n : R, = Z fr.
k=n+1

Définition : convergence absolue : On dit que la série de fonctions Z fn converge abso-

lument si la série de fonction Z | fn| converge simplement.

Proposition : Convergence absolue = convergence simple.

Définition : convergence normale :  Soit (f,)nen € (B(A,K)Y. On dit que la série de
fonction Z fn converge normalement si la série numérique Z || fulloo converge.

Théoréme : lien entre convergence normale et autre type de convergence : Si E fn
converge normalement alors elle converge uniformément et absolument et donc simplement.
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Théoréme : Soit (f,,)nen une suite de fonctions, f, : A — K. On suppose que Z fn converge
+00
uniformément et a pour somme S = Z fon-
n=0
1. Conservation de la continuité pour la somme d’une série convergeant uniformément : si

Vn €N, f, € C(A,K), alors S € C(A,K).

+oo
2. Intervertion des symboles lim et Z :sia € A, siVn €N, lim f,(z) existe et vaut b,,
T—a =0 T—a
alors Z b, converge. Soit B sa somme. lim f(z) existe et vaut B.
T—a

+o00
3. Conservation du caractére borné : si Vn € N, f,, € B(A,K), alors S = Z fn € B(A,K).

n=0
Pour la suite, A = I, intervalle de R.
b +oo
4. Intervertion des symboles / et Z :sivVneN, f, e C(I,R),sia,bel, a<b,
a n=0

[ (Sn0)a-3 [ o

5. Primitivation : soit Vn € N, g, la primitive de f, sur I qui s’annule en a. Soit G la
primitive de S sur I qui s’annule en a. Alors Z gn converge uniformément et a pour
somme G.

+o0o
6. Intervertion de la dérivation et du signe Z :sivn €N, f, € CY(I,K), si Z fn converge

n=0
simplement sur [ et a pour somme S. Si Z /1 converge uniformément sur tout segment
de I et a pour somme T

Alors S € CHI,K), S =T et Z fn converge uniformément
+oo / +o00
(X5) -5x
n=0 n=0

Théoréme : séries dans une algébre normée : Dans une algeébre normée A :

1. la série de fonction Z fnou f :u— u" (u € A) converge absolument sur B(04, 1) donc
simplement et normalement et donc uniformément sur toute boule fermée B;(04,7) avec
0 <r <1 et donc sur tout compact A C B(0y4,1).

un

2. la série de fonction Z ok
malement donc uniformément sur toute boule fermé B;(04, R), R € R*, donc sur tout
compact.

u € A converge absolument et simplement sur A et nor-

8.4 Quelques grand théorémes d’approximation de fonc-
tions

Définition : subdivision : La subdivision d’un segment [a,b] est un n + l-upplet (n > 1)
(ag,ar,...,a,) ER"™tel que a =ag < ay < ... < a, =Db.
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Définition : fonction en escalier : Toute fonction f : [a,b] — R ou C pour laquelle il
existe une subdivision (ay,...,a,) de [a,b] telle que Vi € [0,n — 1], fjja; a,.] €St constante est
une fonction continue en escalier.

On montre que (£([a, b],R), +, ) est un R-espace vectoriel.

Définition : fonction continue par morceaux : Toute fonction f : [a, b] — R pour laquelle

il existe une subdivision (ao, ..., a,) de [a,b] telle que Vi € [0,7 — 1], fija;.a:s,[ €St continue et
prolongeable par continuité sur [a;, a;41] i.e. lim f () et lim f(x) existent dans R.
T—a; T—a;

(Cim([a, b], R), +, ) est un R-espace vectoriel.
Evidemment, £([a,b],R) C Cp([a,b],R).

Lemme : Vf € C,([a,b],R), 3g € C([a,b],R) et h € E([a,b], R) telles que f = g+ h.

Théoréme 1 : Toute fonction continue par morceaux est limite uniforme d’une suite de
fonction en escalier.

Théoréme 2 : Toute fonction continue sur un segment est la limite uniforme d’une suite de
fonctions affines par morceaux et continues.

Théoréme 3 : Toute fonction continue sur un segment est limite uniforme d’une suite de
fonctions polyndmes.
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Chapitre 9

Séries entiéres

9.1 Définition

Définition : série entiére : on appelle sérien entiére de la variable complexe (resp. réelle)
toute série de fonctions du type Z a,z" (resp. Z ant™) ott (an), € CY (resp. (a,), € RY).

Lemme : lemme d’Abel :  Soit a € R*™ tel que (a,r"),, soit une suite bornée avec (ay,), € C".
Alors Vz € B(0¢, ), la série Z a,z" converge absolument et donc simplement.

Propriété : Soit (a,), € C". Soient :

e A={reR"/ (a,r™), est bornée }

e B={reR"/ (a,r™), converge vers 0}
Alors Sup A = Sup B.

Définition : rayon, disque et cercle de convergence : Soit Z a,z" une série entiére ot

(an)n € CN. On appelle :

Rayon de convergence : élément de RT U {400} défini par R = Sup{r € RT\ (a,r"), est
bornée } = Sup{r € R*/ a,7" — 0};

n—-+00
Disque de convergence : le « disque » D(0,R) = {z € C/ |z| < R};
Cercle de convergence : le « cercle » C(0,R) = {z € C/ |z| = R}.

Propriété : Les séries anp2 Qp |2 Ma,z" ou M € C* ont le méme rayon de
n< n ) n
convergence.

9.2 Convergence de la série entiére E a,z"

Théoréme : Soit E a,z" une série entiére avec (a,), € C". Soit R son rayon de convergence.

1. La série entiére converge absolument donc simplement sur le disque de convergence
D(0,R)={z€ C/ |z| < R};

2. La série entiére converge normalement donc uniformément sur tout disque fermé D (0, R, )
avec 0 < Ry < R;

3. Vz € C/ |z| > R, la série diverge;
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D(0,R) - C
4. La fonction S : s Z a2 est continue sur D(0, R).

Propriété : Soit g a,z" une série entiére de rayon de convergence R. Si g a, R" converge

absolument. Z a,z" converge normalement sur Dy(0, R).

9.3 Propriétés

Propriété : Si P € C[X]|\ {Oc[x]}, la série entiere Z P(n)z", a pour rayon de convergence
R=1.

Propriétés : Soient Z a2 et Z b,z" de rayons de convergences respectifs R, et Ry.
1. siVn € N, |a,| < |bs], alors R, > Ry;
2. si a, = O(|b,]) ou a, = o(|b,|), alors R, > Ry;

3. sia, ~b,, alors R, = Ry.

Théoréme : Soient Z a,z" et Z b,z" de rayons de convergences respectifs R, et Ry. Soient

Z Sp2" et Z pnz" respectivement somme et produit de Cauchy des deux séries précédentes

n
ie.VneN, s, =a, +0b, et p, = Zan_kbk. Soit Rs et R, les rayons de convergence de ces

k=0
deux derniéres. Alors

1. R, > Min(Rq, Ry), Ry > Min(Ra, R;)
2. si R, # Ry, alors Ry = Min(R,, Ry);
3. on pose R = Min(R,, Ry). Vz € D(0, R),

—+00 —+00 +oo

° Z sp2"t = Zanz" + anz" ;
n=0 n=0 n=0
+oo +o0 +oo

° anz" = Z a2 X Z b, 2"
n=0 n=0 n=0

9.4 C(Cas des séries réelles

Proposition 1 : intégrales : Soit Z ant™ une série entiére réelle (ot (ay), € RY) de rayon
de convergence R et de somme S. Alors Va,b €] — R, R|,

b +oo +o00 b
/ Zant”dt = Zan / ' dt
a n=0 n=0 a

Proposition 2 : primitive : Soit E a,t" une série entiére réelle de rayon de convergence

R et de somme S. Alors les primitives de S sur | — R, R[ s’écrivent

+00 tn+1
t— k n 01k eR
+nZ:0a n+10u
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Lemme : série « dérivée » : Soit E a,z" une série entiére de rayon de convergence R.

Soit la série entiére E na,z"' dite « série dérivée ». Cette série a aussi R pour rayon de
convergence.

Théoréme : Soit g a,r" une série entiere réelle de rayon de convergence R de somme S.

Alors S € C*(] — R, R[,R) et Vt €] — R, R],

Proposition : coefficients d’une série entiére : Soit g a,t" une série entiére réelle de
rayon de convergence R et de somme f. Alors

70)
n = n!
et ainsi N
= f(0),,
vVt €] — R, R|, f(t) = nz% —t

9.5 Fonctions développables en séries entiéres

Définition : fonction développable en série entiére en 0 : On dit que f est développable
en série entiére au point 0 sl existe R > 0 et une série entiére Z anz" ((an)n € CV) tels que :
e f est définie sur D(0, R) et

e Vz € D(0,R), Zan

Définition : fonction développable en série entiére en to € R: Soit f: I - Rettye [
J—=R

avec J lintervalle I translaté de
u— g(u) = f(to +u)

avec I un intervalle de R. Soit g : {

—to.
f est développable en série entiére en t; si g est développable en série entiére en 0

Ou encore, s'il existe (a,), € RY et R > 0 tels que V¢ €]tg — R, R+ tq], Zan (t—to)"

Propriétés : Soit f une fonction développable en série entiére en 0 et de rayon de convergence

R:
1. il y a unicité du développement en série entiére;
2. si f est paire (resp. impaire), il n’y aura que des mondémes d’ordre pair (resp. impair)
dans le développement en série entiére ;
3. si g est aussi une fonction développable en série entiére en 0 et qui admet R’ comme
rayon de convergence, f + g et f x g sont développable en série entiére en 0 de rayon de
convergence > Min(R, R') avec

+o00 400 n
(f + g)(t) - Z(an + bn)tn f X g Z Z an kbk
n=0 n=0 k=0
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af admet aussi un développement en série entiére de rayon de convergence R si o # 0

avec

(af)(t)

—+00

= Z(aan)t"

n=0

4. f' est développable en série entiére et admet R comme rayon de convergence et

Vit €] —

—+00
= E na, t" !
n=0

5. si F' est une primitive de f, F' est aussi développable en série entiére de méme rayon de

convergence R et

Vte]—-R,R[, F

6. f €C®(] - R, R[R).

+Zan 1

Développements en séries entiéres usuels :
De rayon de convergence R = +o0, Vz € C, Vi e R :

+oo 5

ol =5

+oo t2n
cost = (~1)" (2n)!
n=0
—+00 t2n
m¢:§j®®!
n=0

De rayon de convergence R =1, Vt €] — 1,1] :

n=0
+oo £2n+1
sint = Z(—l) m
n=0
+oo £2n+1
ht= —_
i 2;@n+n!

1 Ry
7= U
n=0

+oo

=St

n=1

Arctant Z

In(1+1¢)

t2n+1

De rayon de convergence R =1,Vt €] — 1,1[, a € R :

(o —n+1)

+oo
(141" =
n=0
+o0
Ix3%x...x(2n—1) ¢!
Arcsint =
rest Z 2x4x...x2n  (2n+1)

n=0

ala—1)...
3 ( ) - i

+oo
Ix3%x...x(2n—1) ¢+
Argtht = -1
'8 ;< ) 2x4x...x2n (2n+1)
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Chapitre 10

Espaces préhilbertiens réels, espaces
hermitiens

10.1 Formes bilinéaires et formes quadratiques

K désigne R ou C.

Définition : forme bilinéaire symétrique : Soit EF un K-espace vectoriel normé. Soit
®: F x E— K. ® est une forme bilinéaire si :

1. Vue E, (u,.): { f:(g{(u v) est linéaire ;
2. Yve E, O(.,v): { f:q]ig(u ) est linéaire.

Si de plus, V(u,v) € E x E, ®(u,v) = ®(v,u), ® est dite symétrique.

Structure : Soit BL(E) = {® : E x F — K tel que ® bilinéaire} I'ensemble des formes
bilinéaires.

Soit BL(E) = {® € BL(E) tel que ¢ symétrique} 'ensemble des formes bilinéaires symétrique.
(BL(E),+,-) est un K-espace vectoriel.

(BL(E),+,-) est un K-espace vectoriel.

Représentation polynomiale en dimension finie : Soit £/ un K-espace vectoriel de di-

mension finie de base (ey,...,e,) = B. Soit (x,y) € E X E. Ainsi, z = inei et y = Zyjej.
i=1 j=1
Si ® est une forme bilinéaire et V(i, j) € [1,n]?, a;; = ®(e;, ¢5),

P(z,y) = Z O jTiYj

1<i,5<n

Définition : Soit & € BL(E) ou E est de dimension finie, de base B = (ey,...,e,). Soit
A= (®(ei; ) )1<ij<n € Mn(R).
A est appelé la matrice de la forme bilinéaire ® dans la base B, et noté A = Mp(®P).

Soit (z,y) € E x E. Ainsi; x = inei et y = Zyjej.
i=1

J=1

(®(z,y))= 'X-A-Y
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BL(E) — M,(K)

Structure : U :
{ @ = Mg(p)

est un isomorphisme.

Conséquence : Soit A, B € M,(K). SiVX,Y € M,1(K), ‘X-A-Y = 'X.B.-Y alors

nécéssairement A = B.

Effet d’un changement de base : Soit B’ une autre base de E. Soit P = Pass(B,B’). Soit
x,y € F dont les vecteurs colonnes associés (vecteurs de leur coordonées) relativement aux
bases B et B sont X, X" et YY",

'X-AY="X"-('P-A-P)Y
B="'P-A-P

Définition : Deux matrices A et B € M,,(K) sont dites congruentes s’il existe P € GL,(K)
telle que B= 'P-A- P.

Proposition : Soit ® € BL(E). Soit A € Mg(P) € M,,(K) ot B est une base de E.

[® est symétrique| < [A est symétrique]

Complément sur les matrices : On note S,(K) = {M € M, (K)/ ‘M = M} I'ensemble
n(n+ 1)

2
On note A,(K) = {M € M,(K)/ ‘M = —M} I'ensemble des matrices antisymétriques. C’est

n(n —1)
—g

des matrices symétriques C’est un sous-espace vectoriel de M, (K) et est de dimension

un sous-espace vectoriel de M,,(K) et est de dimension
Mu(K) = §,(K) & A, (K)

Forme polynomiale particuliére aux formes bilinéaires symétriques : Soit ¢ une
n n

forme bilinéaire et z,y € E avec x = inei et y = Zyjej, B = (e1,...,e,) étant une base
i=1 j=1
de E. Si ¢ est symétrique,

90(3: y) =T = Zal iLilYs + Z Oézj .l’lyj —+ .il,’]yz)

= 1<i<y<n

n(n+1)

Ainsi, dim BL,(E) = avec n = dim E.

Définition : forme quadratique : Soit £ un espace vectoriel. Soit ¢ : E — K. On dit que
q est une forme quadratique s’il existe p € BL;(FE) telle que Yu € E, q(u) = p(u,u).
On dira que @ est la forme polaire de q.

Ecriture polynomlale d’une forme quadratique : Soit ¢ une forme quadratique et

x,y € E avec x = szez et y = Zy]ej, = (e1,...,e,) étant une base de F.

=1 7j=1

Q(u Zaux +2 Z QG 5TiY5

1<i<y<n
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Forme quadratique et matrice : La matrice A = Mp(p) = (0 j)1<ij<n Sera aussi appelée

matrice de la forme quadratique. C’est donc la matrice de sa forme polaire. On a alors Vo € E
n I

tel que © = inei, siX=|: | eM,i(K),

(q(z))='X-A-X

Strucuture : L’ensemble des formes quadratiques est noté Q(F).
(Q(E),+, ) est un K-espace vectoriel.

Identité de polarisation :

(@ 1) = 3 (2 + ol ~ !> — 1)
(«9) = 5 (el + Il = 1z — 911)
(1) = 5 (la+ 9>~ = — ol

Théoréme : Soit ¢ une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire. Alors Vx,y € E,

o(r,y) = 5 (qg(z +y) —q(x) —q(y))

q(z) +q(y) — q(z —y))
(¢(z +y) —q(r —y))

Définition : forme biliénaire symétriques définies positives (K = R) : Une forme
bilinéaire symétrique ¢ sur un R-espace vectoriel (resp. une forme quadratique ¢ sur F) est
dite :

e positive si Vo € E, ¢(x,x) > 0 (resp. q(z) = 0);

e définie positive si de plus, Vo € B, p(x,2) = 0= 2 = 0 (resp. ¢(x) = 0= 2 = 0g).

Théoréme : inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique posi-
tive. Soit ¢ la forme quadratique associée. Alors

Vo,y € B, p(z,y)” < p(z,2) X o(y,y) Le. o(z,y)* < qlz) x q(y)

Si de plus ¢ est définie positive, alors I’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs z et y sont
colinéaires.

10.2 Espaces préhilbertiens réels, produit scalaire

Maintenant, K désigne R.
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Définitions : Soit £ un R-espace vectoriel.
e On appelle produit scalaire toute forme bilinéaire symétrique sur E définie postive;
e lorsque E est muni d'un produit scalaire ¢, le couple (F, ) (ou plus simplement F) est
dit préhilbertien réel;
e si de plus F est de dimension finie, il est dit euclidien.

Notation : a partir de maintenant, on préfére a la notation préfixe ¢(x,y) la notation infixe
(x| y) (on trouve aussi < x,y >). On parle alors du produit (. | .) (pour ¢).

Définition : norme euclidienne : Vx € E, on pose ||z||s = /(x| )

Propriétés :
o [l +yl* =zl + Iyl* +2(z | y)
e ¢galités de polarisations :

1

L (2 |y) =5 (= +yl* = 1=l = llyI*)
1

2. ly) =5 (Il + yl* = e = i)

1
3. (@ ly) =7 (le+yll* —llz —y[*)

Propriété du parallélogramme :

Y,y € B, |z +yl* + |z — ylI* = 2(l|=[* + [ly]*)

Théoréme : inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit (£, (. |.)) un espace préhilbertien réel.
Soit ||.||2 la norme euclidienne associée.

L W(a,y) € B2, |2 ] y)| < ll2ll x Iyl
2. V(a,y) € B2, [|(x | 9)] = lel x Jyll] < (2,y) st libre.

Théoréme : inégalité et égalité de Minkowski (F espace préhilbertien réel) :
Vr,y € B, |z +yl < |zl + lyll
[z +yll = llzll + [lyll] < [z =0g ou 3N € R*/ y = Az]

10.3 Orthogonalité

Définitions : Soit F un espace vectoriel préhilbertien réel.
e vecteurs orthogonaux : z,y € E/ (x| y) =0;
famille orthogonale (e;)ic; € E'/ Vi, j € I/ i # j, (e | ¢j) =0;
famille orthogonale (e;)ic; € E'/ Vi, 5 € I, (ei | €;) = 05
sous-espaces vectoriels orthogonaux F et G tels que V(z,y) € F' x G, (x| y) = 0.

Proposition 1 : Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Corollaires :
e Toute famille orthonormale est libre ;
e toute famille orthonormale et génératrice est une base;
e si dim £ = n, toute famille orthonormale de n vecteurs est une base.

20



Proposition 2 : théoréme de Pythagore : Soit £ un espace préhilbertien réel. Si (2;)ic1,n]
est une famille orthogonale de vecteurs de E, alors

n 2 n
2 @i =2 Nl
i=1 i=1

Définition : orthogonale d’un sous-espace vectoriel : On appelle orthogonal d’un sous-
espace vectoriel F de E le sous-espace vectoriel noté F- et défini par :

Fr={zecE/YeF (z|y) =0}

Propriétés :
1. F* est un sous-espace vectoriel de E.
{0g}* =FE  E+={0g}.
Si G est un sous-espace vectoriel orthogonal a F, alors G C F*.
F* est, au sens de l'inclusion, le plus grand sous-espace vectoriel orthogonal a F.
Si Fy C Fy, alors Fi- D Fy.
Fc(FY™

La somme F + F* est directe.

NS ok

Proposition : S’il existe une sous-espace vectoriel G' orthogonal & F' tel que G @ F = E,
nécessairement G = F'*-.
G = F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Proposition : projection orthogonale : Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que
F @ F*+ = E. On appelle projection (projecteur) orthogonale de E sur F la projection de F
sur F de direction F*.

Projection sur une droite : Soit a € E, a # 0g et F' = Vect(a). Vo € E, la projection de
x sur I est :
p(z) = (a| z) - a si a est unitaire

() = 1)

= - @ sinon
all

Projection sur un sous-espace vecotiel : Soit F' = Vect(e,...,e,) ot (e;)jepp est
orthogonale de vecteurs non nuls. V& € E, la projection de x sur F' est :

p
p(z) = Z(ei | ) -e; si(eq,...,e,) est orthonormée.
i=1
(x) = z”: (e ] 2) e si (e e,) est orthogonale de vecteurs non nuls
p — ||62||2 (3 1y-- ) P g °

Théoréme : Si F posséde un supplémentaire orthogonal (i.e. si F @ F* = E) alors :
d(z, F) = ||z — pr(z)|| = d(z, pr(z))

ot pr(z) est le projeté orthogonal de = sur F.
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Définition : sommation de sous-espaces vectoriels orthogonaux : On appelle famille
orthogonale (F;);c; de sous-espaces vectoriels toute famille pour la quelle

V(i,j) € I?, sii#j, Fi LF}

Théroéme : Si (Fj)cpipy est une famille orthogonale de sous-espaces vectoriels, alors la
n

somme E F; est une somme directe.
i=1

Théoréme : procédé d’orthogonalisation de Schmidt : Soit (ug,...,u,) une famille
libre d’un espace préhilbertien F.
Il existe une et une seule famille orthonormée (ey, ..., e,) telle que :

1. Vi e [1,p], Vect(e,...,e;) = Vect(uy,...,u;);
2. Vi e[1,p], (e | u;)>0.

Algorithme de construction :

k-1
on pose [ = uy — Z(ei | ug)ei = up — pr—1(ug) et ex = ||;jk||
i=1 ’

Théoréme : Soit E un espace préhilbertien réel de dimension quelconque. Soit I’ un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie de base (e;)1<;<, orthonormeée. Alors :

1. F & F*. Autrement dit, F posséde un supplémentaire orthogonal.

Et par suite
2. (FH*r =F;
p

3. on peut définir la projection orthogonale pr de E sur F et pp(z) = Z(ei | x)e;;
i=1

4. Vz € E, d(z,F) =d(x,pr(x)) = ||z — pr(x)]|.

Théoréme : inégalité de Bessel : Soit (ey,...,e,) une famille orthonormale d'un espace
vectoriel préhilbertien réel, alors :

p
Ve e B, (e | 2)* < ||z
i=1

Complément :
p

|z]|* = Z(ei | 2)? + d(z, F)? avec F = Vect(ey, ..., ep)

i=1

10.4 Espace euclidien

Définition : On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.
Théoréme 1 : Tout espace euclidien posséde une base orthonormée.

Théoréme 2 : Toute famille orthonormale peut-étre complétée en une base orthonormée.

52



Isomorphisme entre E et R" : Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. E est iso-
morphe a R" via :
E— K"

v x:ineiH(xl,...,xn)
i=1
¢ dépend de la base B = (eq, ..., e,) de E choisie.

Isomorphisme entre £ et son dual E* : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et
E* = L(E,R). E est isomorphe a son dual via :

E — FE*
n E—R
v = Z s o n n
— xr = inei — Z&ixi
i=1 i=1
Autrement dit :
| E—=FE”
la—(al.)
Expression analytique en base orthonormeée du produit scalaire : Soit B = (ey,...,€,)

n
une base orthonormée de F un espace vectoriel euclidien. x = E xrie; ety = E Yi€;-
i=1 i=1

Vie[l,n], z; = (e | x)

(z|y) = sz‘yi
i=1

Soit f € L(E) et M = Mp(f) = (aij)i<ij<n
V(i,5) € [Ln]?, ai; = (e; ] f(e)))

n

tr(f)=> (e f(e:))

i=1

10.5 Espaces préhilbertiens complexes

Définition : forme semi-linéaire : Soit £ un C-espace vectoriel et ¢ : E — C. On dit que
© est une forme semi-linéaire si :

L ¥(z,y) € B, oz +y) =p(x) +oy);
2. Ve e E, Ya € C, p(ax) =ap(z).

Définition : forme sesquilinéaire : Soit E un C-espace vectoriel et & : £ x F — C. On
dit que ® est sesquilinéaire si :

o Vz € E, ®(x,.) est linéaire;

o Vy € E, ®(.,y) est semi-linéaire.
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Définition : matrice d’une forme sesquilinéaire : La matrice d’une forme sesquilinéaire
¢ dans une base B = (ey,. .., e,) donnée est :

A= (D(ei e))

1<i,g<n

(@(r.y) = X-A-Y

Définition : forme sesquilinéaire hermitienne : Une forme sesquilinéaire ® est dite her-
mitienne si :

V(z,y) € EX E, ®(y,x) = ®(z,y)

Définition : matrice adjointe : Soit M € M, (C). La matrice "M est appelée la matrice
adjointe de M et est notée M™.

Définition : matrice hermitienne : Une matrice M € M, (C) est dite hermitienne si
*M = M (ou encore si M = M*).

Proposition :  Soit ® une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel de base B = (e, ..., e,).
Soit M = MB(CI)).

® hermitienne < M hermitienne
Propriété : préliminaire : Soient A, B € M,,(C).
[VX,Y € M,1(C), 'X-A-Y="'X-B-Y]| & [A=DB]
Propriété : effet d’'un changement de base : Soit ® une forme sesquilinéaire et deux
bases B et B'. M = Mg(®), M' = Mpg(®), P = Pass(B,B’).
M =''P.M.P
M =P*-M-P

Définition : positivité : Soit & une forme sesquilinéaire hermitienne sur C-espace vectoriel

L.
1. @ est dite positive si Vo € E, ®(z,z) > 0;
2. side plus Vx € E, [®(z,2) = 0] = [z = 0g], elle est dite définie positive.

Définition : (On identifie M, ;(C) avec C") Soit M € M,(C) une matrice hermitienne
(resp. M € S, (R)). M est dite positive si :

VX € C" (resp. R"), "X -M-X >0 (resp. 'X - M- X >0)
M est dite définie positive si
VX € C"\ {0cn} (resp. VX € R"\ {Ogn}), "X -M-X >0 (resp. ‘X - M- X >0)

Définitions : Soit £ un C-espace vectoriel :
1. On appelle produit scalaire (complexe) sur E toute forme sesquilinéaire hermitienne dé-
finie positive.
2. (E,®) est dit préhilbertien complexe s’il est muni d’un produit scalaire ®.
3. Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est dit hermitien.

4. On note alors ||z]| = v/ ®(x,x) (norme hermtienne associée).
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Proposition : inégalité de Cauchy-Scwharz : Soit ® une forme sesquilinéaire hermitienne
positive sur un C-espace vectoriel E. Alors :

Va,y € B, |9(z,y)|" < ®(z,2) x D(y,y)
Cas d’égalité : si ® est bien définie positive,

|®(x,y)|* = ®(z,2) X B(y,y) si et seulement si = et y sont colinéaires.

Calcul algébrique utile :

Iz +ylI* = [lzl* + lyll* + 2Re((x | 9))

E —>RT

5 est bien une norme.
x> ||z

Proposition : norme : L’application N : {

Proposition : égalité du parallélogramme :
lz +ylI* + llz = ylI* = 2 (Il=l* + llyl*)

Polarisation

Re((z 1y) =5 (lz +ylI* = l=1* = )

NN NG

Im((x | y)) = 5 (lliz +yl* = ll=l* = llylI*)
(x [ y) = Re((x [ y)) + ilm((x [ y))

Dualité en dimension finie : Un C-espace vectoriel de dimension finie n (dim £ = dim E* =
n) est ismorphe a son dual via :
*
v E= ?
a— (a@l.)

Proposition : orthogonalité : Peu de changement par rapport au cas réel.
e Si F est hermitien et si (eq,...,e,) est une base orthonormée de FE,

xr = Z((ei | z)e; ie. z; = (e; | x) et non pas (z | &)
i=1
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Chapitre 11

Endomorphismes d’un espace vectoriel
euclidien

Dans tout le chapitre, F désigne un espace vectoriel euclidien.

11.1 Adjoint d’'un endomorphisme
Propriété: Vo e E*=L(E,R),Jla € Etelquep = (a|.)ouencoreVr € E, p(z) = (a | x).
Propriété : V(a,b) € E* siVy € E, (a|y) = (b]|y), alors a = b.
Proposition : Soit u € L(E).

Vee FE, 3z e EtelqueVy e E, (z|u(y)) =(T]|y).
Définition : adjoint d’un endomorphisme : On appelle (endomorphisme) adjoint de
I’endomorphisme u l'application «* définie par : Vo € E, u*(x) est I'unique élément de E tel

que Vy € B, (u(x) | y) = (x| u(y)). u" € L(E).

Propriétés : propriétés algébriques de u* : Soit u € L(F).

1. ()" =u

2. (u+v) =u 4o
3. (au)* = au”
4. (Idg)* = Idg
5. (wow)* =v*ou”
6. Siu € GL(E), alors u* € GL(E) et (u*)™' = (u™")*.
7.0°=0
Proposition : Soit u € L(E). ¢ : { §(|—E>)u*_) L(E) est un automorphisme.

Proposition : matrice de uv* dans une base orthonormée : Soit I3 une base orthonormée,
soit u € L(E).
Mp(u*) = "Ms(u)
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Corollaire :
rg(u*) =rg(u) tr(u*) = tr(u) det(u*) = det(u)

Conséquence :
Xur =Xu  SpU") =5p(u)  pur = pu

Proposition : noyau et image : Soit u € L(F) et u* son adjoint. Alors :

Ker(u*) = Im(u)* Im(u*) = Ker(u)*

Proposition : sous-espaces stables : Soient u € L(FE) et u* son adjoint. Soit F' un sous-
espace vectoriel de E. Alors

[F est stable par u] < [F'" est stable par u*]

Proposition : normes subordonnées : Soit u € L(E).

Ml =Ml o ulll = [[full

11.2 Endomorphisme autoadjoint (ou symétrique)

Définition : endomorphisme autoadjoints : Soit u € L(FE). u est dit autoadjoint (ou
symétrique) s’il est égal a son adjoint, autrement dit si u* = u.

Proposition : matrice d’un endomorphisme autoadjoint : Soit B une base orthonor-
mée. Soit u € L(F) et soit A = Mp(u). u est autoadjoint si et seulement si A est symétrique.

Définition / strucure de S(E) : On note S(E) = {u € L(F) tel que u* = u}. (S(E),+,-)
est un sous-espace vectoriel de £(F) isomorphe & (S,(F),+, X).

Propositon : formes bilinéaire symétriques et endomorphisme symétrique : Si FE
est un espace vectoriel euclidien, B une base orthonormée de E, u € L(E) tel que Mg(u) = A,
¢ € BL,(E) telle que Mp(p) = A.

Alors, Y(z,y) € B, ¢(z,y) = (z | u(y)).

11.3 Automorphismes orthogonaux (rappels, compléments)

Définitions : Les cinq définitions suivantes des automorphismes orthogonaux sont équiva-
lentes :

1. Yu € L(E), Y(z,y) € E?, (u(x) | u(y)) = (x| y) i.e. u conserve le produit scalaire.
2. Yue L(FE), Yz € E, ||u(z)|| = ||x| i.e. u conserve la norme;

3. soit u € L(E) et 'image d’une base orthonormée est une base orthonormée

4. Y(z,y) € B2, |lu(z) —u(y)l = llz -yl et u(0p) = 0p;

5. u € L(E) et uou=Idg.
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Définition / structure : (O(F),o) est appelé groupe orthogonal de E avec O(E) = {u €
L(E) tel que u* ou = Idg}.

(O(n), o) est appelé groupe orthogonal d’ordre n avec O(n) = {M € GL,(R) tel que ‘M -M =
I}

Proposition : Soit u € O(FE) (resp. A € O(n)) alors detu € {—1,1} (resp. det A € {—1,1}).

Définition : On appelle SO(F) = {u € O(F) tel que det u = 1} le groupe spécial orthogonal
de E.
On appelle SO(n) = {A € O(n) tel que det A = 1} le groupe spécial orthogonal d’ordre n.

Propriété : Soit B orthonormale, B’ une autre base de FE.

[B' orthonormale] < [Pass(B,B’) € O(n)]

11.4 Reéduction des endomorphsismes symétriques, des ma-
trices symétriques

Lemme : Soitu € S(E) (resp. A € S,(R)) ot E un espace vectoriel non réduit au vecteur nul.
Alors, le polynéme caractéristique de u est scindé dans R. Ainsi, Sp(u) # @ (resp. Sp(A) # &)
et il existe des vecteurs propres.

Lemme : Les sous-espaces propres de u € S(E) (resp. A € S,,(R)) sont orthgonaux.

Théoréme spectrale 1 : (version endomorphisme) : Soit u € S(F) (i.e. u un endomor-
phisme symétrique ou autoadjoint). Alors u est diagonalisable dans une base orthonormée et
ses sous-espaces propres sont orthogonaux.

Théoréme spectrale 2 : (version matricielle) : Soit A € S,(R), n € N*, alors JA €
M, (R) telle que A diagonale, 3P € O(n) telle que

A=P 1. A.P='P.A.P

Théoréme spectrale 3 : (version bilinéaire) : Soit ¢ € BL,(F) (resp. ¢ une forme
quadratique), alors il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de ¢ (resp. de
q) est diagonale.

Définition : On dit que p € BL,(E) (resp. ¢ € Q(E)) est non dégénéré si rg(p) = n (resp.
rg(q) = n).

Propriété :
[¢ non dégénéré] < [0 ¢ Sp(A)]

Théoréme : (pour S(E), formulation identique pour BL,(E) et S,(R)) : Soit u € S(F).
ueST(E) e VAe Spu), >0

ueSTH(E) & VA e Sp(u), A >0

o8



Théoréme : Soit u € ST(F), alors

ulll = Sup (z | u(x)) = Sup (x| u(z)) = Maz (Sp(u))

flzll<1 flzf|=1

11.5 Application aux coniques

Définition : conique : Dans le plan euclidien d’un repére %, = (0, €1, €3) orthonormée, on
appekke conique toute courbe d’équation :

P(z,y)=0

dans le repére %, ou P € R[X,Y] tel que P est de dégré 2.
Autrement dit, P(z,y) = ax® + 2bxy + cy* +dx +ey — k = 0, (a,b,c) # (0,0,0). On voit

apparaitre la forme quadratique ¢((z,y)) = az® + 2bxy + cy® sur R?* de matrice M = (Z l;)

Etude bilan : Soit det M = ac — b*. M € Sy(R). M est diagonalisable en A = (())\ 2)

det M = A\u. Soit B = (Z, j) une base orthonormée de vecteurs propres.

Le cas A = pu n’arrive que si (a,b,¢) # (a,0,a) : il s’agit d'un cercle, d’un singleton ou de @.

cas intéressant | cas moins intéressant

det M >0 ellipse {0}, @

det M < 0| hyperbole Dy U Dy (sécantes)

det M =0 parabole @, D; N Dy (paralléles)
e Si det M # 0, la conique a un centre de symétrie €(zg,yo) que 'on obtient en résolvant

le systéme

O ) =0
T
a—y<x7y) -

C’est une ellipse ou une hyperbole (ou cas moins intéressants).

Les axes (de symétries) de la conique C sont alors portés par les vecteurs propres respectifs.
e Si det M =0 la conique est une parabole (ou cas moins intéressant).

L’axe de symétrie de la parabole est dirigé par i € E,.

11.6 Application aux quadriques

Définition : quadrique : Dans l'espace affine &3 de dimension 3, on appelle quadrique toute

surface d’équation :
P(z,y,2) =0

dans un repere (0, €1, €3, €3) orthonormé ou P € R[X,Y, Z] tel que P est de degré 2.
Autrement dit, P(z,y, 2) = ax® + by* + c2* + 2dwy + 2exz + 2fyz + gr + hy +iz — h = 0 avec
(a,b,c,e,d, f) #(0,0,0,0,0,0)

a d e
Analyse rapide : Soit M = |d b f | =Mg(q) ou B= (1,63 €3).
e f c

Il faut calculer det M. On sait alors si la forme quadratique est dégénérée (det M = 0) ou non.
il faut ensuite déterminer x, Sp(M) = {A\,u,v} C R, E), E,, E, qui sont deux a deux
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orthogonaux.
Casrg M =3 :

1. ellipsoide si A, i, ¥ non tous nuls et de méme signe :

X2 y? 72
2. hyperboloide (elliptique) & une nappe si A, i, k sont de méme signe et v de signe
différent : X2 y2 g
@ 2

3. hyperboloide (elliptique) & deux nappes si A, u sont de méme signe et v, k sont du
signe opposeé :

X2 y? Zz?

ETE &

4. cone elliptique si A, i, k sont de méme signe et v de signe différent et £ =0 :

=1

X2 vy: Zz?

a? b2 c?

CasrgM =2:

1. paraboloide elliptique si A, i, k sont de méme signe et v = 0 et présence de Z :

X% Y?
R

2. paraboloide hyperboloique si A, i, k sont de signes contraires et v = 0 et présence

de 7 : 2y
2z el

3. cylindre elliptique si A, u, £ sont de méme signe et v = 0 et non présence de 7 :

X% y?
@ T T
4. cylindre hyperboloique si A, i, k sont de signes contraires et ¥ = 0 et non présence
de 7 :
X2 y?
@ !
Cas rg M =1 : cylindre paraboloique :
X? =2pY
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Chapitre 12

Fonctions a valeurs vectorielles -
Dérivation, intégration

Dans tout le chapitre, I’ désigne un R-espace vectoriel de dimension finie parfois euclidien.
I, J désignent des intervalles de R.

12.1 Dérivée en un point

Définition : Soit f: [ — F, a € I. On dit que f admet une dérivée en a si

1o F@) = f0)

T—ra Tr— a

existe € I

Cette limite est noté f'(a).
f(x) = fla) + (z —a) - f(a) + o(z — a)
f(@) = fla) + (z —a) - (f'(a) + o(1))
Structures : D(I,F) et C'(I, F) sont des R-espace vectoriels.

. D(I,F)—>.7—“(’I,F) [ CMI,F)—C(I,F)
@.{fo, et\I/.{fo,

sont linéaires.

12.2 Linéarité et dérivation

Proposition 1 : Soit u € L(F,G). Si f € CY(I,F), alors uo f € C'(I,G) et (uo f) =uo f.

Corollaire : Soit F' un R-espace vectoriel de dimension n, de base (e1, ..., e,).
I —F

Soit f : £ (D) :zn:fi(t)ei ,avec f; : [ — R.
feD,F)=Vie[l,n], fi € D(I,R)

et alors f'(t) = i fi(t)e;.
i=1
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Proposition 2 : Soient F, G et H trois R-espaces vectoriels. Soit B : F' x G — H bilinéaire.
Si feCI,F)et gcC'(I,Q),alors B(f,g) € C'(I,H) et

B(f,9) = B(f',g9) + B(f,d') o B(f,g) : t = B(f(t),g(t))

12.3 Dérivation et composition
Proposition 3 : Soit f € C'(J,F), ¢ € C*(I,J). Alors (f o) € C'(I, F) et

Vtel, (fop)(t)=¢' ) f (p)ie (fop) =¢(f op)

12.4 Inégalité des accroissements finies

Théoréme 1 : Soit f € D(I, F) telle que ||f'|| < kie ¥Vt eI, ||f'(t)|| <k, alors
Va,be I, |[f(b) — fla)ll < k[b—al

Théoréme : Soit f € D(I, F).

f est constante < f' =0

12.5 Fonctions de classe C*, k> 1

Strucuture : (Ck([, F), +, ) est un sous-espace vectoriel de (C(I, F), +, ).

Théoréme : formule de Leibniz : Soient f,g € C"(/,K) ot K =R ou C et n € N. Alors
fxgel'(I,K) et
R 4 A
(f x g)( ) Z <k;) f( k)g(k)
k=0
Définition : C*-difféeomorphisme : Soit ¢ € C*(I,J) o I, J sont deux intervalles de R.
On dit que ¢ est un C*-difféomorphisme si :

e ¢ est bijective;
o ct ol eCr(J ).

Théoréme : Soit p: I — J = p(I). ¢ est un C'-difféeomporphisme si et seulement si

@ € CY(I,J) et ¢ ne s’annule pas sur [

12.6 Particularité des fonctions a valeurs réelles

Théoréme 1 : Soit f € D(I,R) avec I un intervalle ouvert. Si f admet un extremum en
x, € I, alors f'(xq) = 0.

Théoréme 2 : théoréme de Rolle : Soit f : [a,b] — R continue sur [a,b] et dérivable sur
la, b] telle que f(a) = f(b), alors

Je €]a, b] tel que f'(c) =0
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Théoréme 3 : égalité des accroissements finis : Soit f : [a,b] — R continue sur [a, b] et
dérivable sur ]a, b, alors

Je €]a, b| tel que f(b) — f(a) = f'(c)(b—a)

Théoréme 4 : théoréme de prolongement des fonctions de classe C' : Soit f: 1 — R
continue sur [ et dérivable sur I\ {a}. Si lim f’(z) existe dans R U {400, —0co} et vaut [, alors
Tr—a

oo 1) = (@)

z—a T —a
#

existe et vaut [.

En particulier,
e si lim f' = +o0, f n’est pas dérivable mais C; présente une tangente verticale au point
a

d’abscisse a ;
e silim f' =1 € R, alors f est dérivable en a et f'(a) = L.

Formule de Taylor avec reste intégrale : Soit f:[a,b] = R de classe C"**. On a :

(b—a)*
2l

@)+ o+ = g 4 / =" e gy

n! n!

fb) = fla) + (b—a)f'(a) +
Inégalité de Taylor-Lagrange : Soit f:1 — R une fonction C"™ et a,b € I.
On note M = Sup{‘f("ﬂ)(t)‘ |t compris entre a et b}. On a :

(b—a)"
n!

M|b— a‘n—i—l
(n+1)!

‘f(b) - [r@+o-ar@+ .4 1) \ <

Formule de Taylor-Young : Soit f:I — R une fonction et a € I fixé.
On suppose que f est C" au voisinage v(a) de a.

On a:

Vi € v(a). f(x) = fa) + Fla)(e —a) + T -0+

avec (z) — 0.
T—a

Définition : fonction convexe : f: I — R est dite convexe sur [ si

V(z,y) € I/ z <y, VA€ [0, 1], f(1—=Nz+ A y) < (1—=N)f(z)+\f(y)

Propriété : VX,Y € C; avec Cy la courbe représentative de f une fonction convexe. La corde
[XY] est au-dessus de I’arc de courbe XY

Propriété : croissance des pentes dont on a fixé une extrémité : Soit f: [ — R une
fonction. On a : f convexe sur [

ssi VP, (), R € C; d’abscisses © < z < y, on a pente(P() < p
ssi VP, (), R € Cy d’abscisses © < z < y, on a pente(PR) < pente(QR);
ssi VP, (), R € C; d’abscisses © < z < y, on a pente(P() < p
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Caractérisation analytique : Soit f: [ — R.
I\{a} — R
e f convexe sur [ si et seulement si pour tout a € I la fonction f(z) — f(a)
x — v —a
est croissante.
e Avec f dérivable, on a : f convexe sur [ si et seulement si f’ croissante sur I.

Conséquences de la caractérisation analytique :
e Soit f: I — R une fonction 2 fois dérivable sur 7. On a :
f convexe sur I si et seulement si f’ est croissante sur 1.
e Soit f: I — R une fonction dérivable sur I.
Alors Cy est située au dessus de toutes ses tangentes.

Inégalités de convexité :
e exp est convexe sur R : Vz € R, e* >z + 1.
e In est concave sur |0, +o0[ : Vo €]0, +o0[, Inz < 2 — 1.

. m ™ .
e sin est concave sur [0, 5] Vo € [0, 5], —r <sinz < x.
77

Généralisation : Soit f: I — R une fonction convexe. Soit n € N* et ayq, ao, ..., a, tel que

Vie[l,n], a; >0 et Z%‘ZL Soit x1,...,x, € I. On a :
i=0

[ loamy + ooxs + ..o+ apzy) < on f(21) + oo f(x2) + .. 4 anf(2n)

12.7 Intégration des fonctions vectorielles :

H/[a,b} f“ s /[a,b} 71

Propriété : linéarité et intégration : Soit T' € L(F,G), f € Cp([a,b], F'), alors :

TofeC(labl,q) et /Mb}(Tof) _7 (/M f)

Théoréme : théoréme de positivité améliorée : Soit f : [a,b] = R avec a < b, continue
et positive sur [a, b].

b
On a / f(t)dt = 0 si et seulement si f = Oz(p).

Propriété : Soit f: [a,b] — F.

Théoréme : somme de Riemann : Soit f € C([a,b],R). On pose 0 tel que pour toute

subdivision o = (a = ay, . ..,a, = b) de [a,b], §(0) = 1[}/Iax ]](ai+1 —a;). Alors, Ve > 0, Ja >0
1€[0,n—1

tel que pour toute subsdivision o(a;)icjon—17 de [a,b] telle que 6(o) < «, pour tout choix
c=(c1,...,¢n) € la,b]" tel que Vi € [0,n— 1], ¢ € [ai_1, ail,

/ F(tydt =3 Fleo— )| < =
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Chapitre 13

Intégration sur un intervalle quelconque :
théorie

13.1 Cas des fonctions & valeurs dans R*

Définition : fonction continue par morceaux sur un intervalle : Une fonction f : I — K
ot (K =R ou C) est dite continue par morceaux sur [ si elle est continue par morceaux sur
chaque segment J C I.

Définition : intégrabilité : Soit f : I — R™ ol [ est un intervalle de R. f est dite intégrable
(ou sommable) sur I si

o [€CL(I,RY);
e ct §'il existe M € RT tel que pour tout segment J C I, /f <M.
J

On appelle alors intégrale de f sur I le nombre :

/f:Sup{/f: Jsegment/JC[}
I J

Définition : suite exhaustive de segments : Soit I un intervalle. On appelle suite ex-
haustive de segments de I toute suite (/,), .y croissante pour I'inclusion de segments telle que

U]n:I.

Propriété : propriété fondamentale : Soit (I,,), .y une suite exhaustive de segments de
I. Soit J un segment inclus dans . Alors Ing € N / J C I (et a fortiori, si n > ng, J C I,,).

Théoréme : Soit I un intervalle, soit f € Cy,(I,R™). Soit (I,), oy une suite exhaustive de
segments de 1.

f est intégrable sur [ si et seulement si la suite ( /
I

n

f ) converge.
neN

Et alors, / f= lim f.
I

n—-+o0o I
n
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Exemple : « intégrale de Riemann » :

[1,+oo[— R +oo g 1
f: 1 est intégrable sur [1,+oo[ si et seulement si o > 1 et alors / — =
t— t_c“ 1 te a—1
10,1] = R ' , . Lat 1
g: 1 est intégrable sur |0, 1] si et seulement si o < 1 et alors —
t— t_c“ 0 te 1 —

Propriété : « linéarité » : Soient f,g € C,,(I,R") et « € RT. Si f et g sont intégrable sur
I, alors af + g est intégrable sur I et

/Ioszrg:oz/Ier/lg

Propriété : croissance et comparaison : Soient f, g € C,,(I,RT) telles que f < g. Alors
si g est intégrable, alors f est intégrable et

zféxg

Propriété : positivité améliorée : Si f € C(I,R"). Si f est intégrable sur I et si /f =0,
I
alors f = 0.

Prorpiété préliminaire : Soit f € C,,(I,RT). Si f est intégrable sur I et si I’ C I alors f
est intégrable sur I’ et
r< |1
i I

Théoréme : principe de scission :  Soit f € C,,(I,R"), soit ¢ € I. On pose I = IN[e, +00],
I~ = IN] — oo, ] alors f est intégrable sur I si et seulement si f est intégrable sur I et sur

I et alors
Jo=fore )

Théoréme : principe de comparaison : Soient f, g € Cp([a,b[,RT). Si f(t) = o(g (1))
t—b-
ou = O (g (1)) ou f(t) ~ g(t) et si g est intégrable sur [a, b[, alors f est aussi intégrable sur
t—>b~ t—b-
[a, b[.

Corollaire : Si f ~ g. f et g seront toutes les deux intégrables ou toutes deux non intégrables.
b

Théoréme : nouvelle caractérisation de I’intégrabilité des fonctions positives : Soit
[a,b[— R

+ . . X . . . _
f € Cn(la,b],R™) Soit F : X )_)/ F(t)dt = / I f est intégrable sur [a, b] si et seule

[a,X]
ment si F' admet a gauche en b une limite finie et alors

/ab[f—xlgg/ 1)
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Proposition : comparaison série intégrale : Soit f € C,,([0, +oo[, R") décroissante sur
son intervalle de définition. Alors f est intégrable sur [0,+oco[ si et seulement si Z f(n)

neN
converge.
13.2 Cas des fonctions a valeurs dans R ou C
Définition : Soit f € C,,(I,K) ot I est un intervalle de R et K =R ou C.
f est dite intégrable si |f| est intégrable.
Proposition : comparaison : Soit f € C,,(I,K), ¢ € C,,(I,R").
Si |f] < ¢ et si g est intégrable, alors f est intégrable.
Structure : On note £'(I,KK) I'ensemble des fonctions intégrables de I dans K.
(C'(I,K)) est un K-espace vectoriel.
Définitions : Soit f € C,,(I,R). On note f* = Maz(f,0) et f~ = Maz(—f,0).
Théoréme : intégrale d’une fonction a valeurs réelles : Soit f € C,,(I,R).
f est intégrable si et seulement si f* et f~ le sont.
Définition :
Jr=l- ]
I I I
Théoréme : intégrale d’une fonction a valeurs complexes intégrable : Soit f €
Cm(1,C).
f est intégrable si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont.
Définition :

[ 1= [retpyvi [ 1mis)

Proposition : utilisation de suite exhaustive de segments : Soit f € £(I,K) (ie. f
est intégrable). Soit (I,,),en une suite exhaustive de segments de 1. Alors :

(/ f) converge et /f: lim f
I neN I n—-+o0o

Proposition : autre mode de calcul : Soit f € £'([a,b],K) (i.e. f est intégrable). Soit
[a,b[— K

. Al :
X»—>/ () ors

b
/ dt = hm/ f(t)
a X—b
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Propriété : linéarité : Si f,g € L'(I,R) et si a € K, alors :

LI, K) - K
of +g9g=« + ou encore Int : est linéaire.
/1 f+yg /I f /I g fis / f
I

Propriété : croissance : SiK=R: Sif,gc L' (I,R)etsi f < g, alors :

/Ifé/lg

Propriété : inégalité : Si f € £'(I,K), alors :

/If’</l|f\

Propriété : bornes : Sia > b, f € L!(]b,a],KK), on pose :

b a
/a F(t)dt = - / sw=[

Propriété : conjugué : Si f € £1(I,C), alors f € L}(I,C) et

7=l

13.3 Changement de variable

Théoréme 1 : cas d’un segment : Soit f € C,,([a, b],K). Soit ¢ € C'([a, B], [a,b]). Alors :
®(B) B )
[, s [ e
pla @

Théoréme 2 : cas d’un intervalle : Soit f € C,,(I,K) avec par exemple I = [a,b[. Soit
o € CH(J,I) ou J = [a, B] (ou ]B,a]). a = p(a) et b = lilgl o(t) (ou b = 1i%1+ ©(t)) avec ¢
t—pB~ t—

bijective. Alors :

f € L([a, b, K) si et seulement si [ (f o) x ¢ € L ([a, B[, K)]
b B
et alors/ f(u)du:/ flp(t) (t)dt

13.4 Intégration par partie

Pas de thoéréme au programme de Spé pour 'intégration par partie sur un intervalle.
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Théoréme : intégration par partie :

/ f(t)dt = / w(E ()dt = [u(t)o(t)]X — / o (t)o(t)dt

b'e
ott X € [a,b], u,v € C'([a,b[,K). On note I; = lim u(X)v(X) et l, = lim (u'v)(t)dt.

X—b— X—=b" J,
Sily et Iy existent dans R :

e si f >0 :on a alors proubé que f € L([a,b[,R");
e si f <0 : le calcul ne sert & rien sauf si on a montré au préalable que f € £'([a, b[,R).

13.5 Intégrales « impropres » : attention danger

X
I1 est possible que liIrbl / f(t)dt existe (et soit finie) sans que f soit intégrable (mais cela
X—=b" S,
n’arrive pas si f > 0).
b
Dans ce cas, on dit (encore parfois) que l'intégrale / f(t)dt « converge » et on note (quand

b x ¢
méme exceptionnellement) / ft)dt = linl} / f(t)dt.
a X—=b~ a

On parle d’intégrale « impropre ».
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Chapitre 14

Intégration sur un intervalle quelconque :
grands théorémes

14.1 Structure et convergence

Définitions et structures :
e £L'C(I,K) = L£'(I,K)NC(I,K) : il s’agit de I'ensemble des fonctions continues intégrables.
L£'C(I,K) a une structure d’espace vectoriel. On définie alors :

Vi e £C(LK), Ni(f) = |If]l = /|f|dt

o L2C(I,C)={feC(,C)/ f*e L£I,C)} :il s’agit de 'ensemble des fonctions continues
intégrables. C’est un espace préhilbertien complexe. £2C(I,C) a une structure d’espace
vectoriel. On définit alors :

¥f.9€ CCC) (f |9) = [ Tati
I
o L2C(I,R)={fe€C(,R)/ f*e LI,R)} :il s’agit de 'ensemble des fonctions continues

intégrables. £2C(I,R) a une structure d’espace vectoriel. Les propriétés de L£2C(I,C)
restent valables. On définit alors :

Vg€ L2CLR), (f]g) = / F(t)g(t)dt

Propriété : Vf, g€ L?C(I,C), f x g€ L£L'C(I,C).

Propriété : Si f,g € £°C(I,K), alors :
[(f 1 9)] < Ni(fg) < Na(f) x Na(g)

Proposition : convergence en moyenne et convergence des intégrales : Soit (f,,)nen €
LI, K)Y, soit f € £Y(I,K). Si (f,)nen converge en moyenne (i.e. au sens de Ny) vers f, alors :

i = [
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Théoréme : convergence sur un segment et converge des intégrales :  Soit (f,)nen €
C([a, 0], K)N. Soit f : [a,b] — K. Si (f,)nen converge uniformément vers f, alors :
o fe€C([a,b],K);

® (fn)nen converge en moyenne et en moyenne quadratique vers f et

lim / fn = f
n==400 Jig) [a,b]

14.2 Le théoréme de convergence dominée

Théoréme : théoréme de convergence dominée : Soit (fy)nen € Con(IK)" et f €
Cm(1,K) telles que :

® (fn)nen converge simplement vers f

ectIgec LYI,RT) /VneEN, |f.| <y
Alors :

o f, € LYI,K);

o f€LYI,K)et

g [ 1

14.3 Intégration terme a terme d’une série

Théoréme 1 : cas d’un segment, convergence uniforme : Soit (f,).en € C([a, b], K) et

S : [a,b] — K. Si la série de fonction Z fn converge uniformément et a pour somme S, alors :
neN

/abS(t)dt - f/b Fult)dt

S € C([a,b],K) et

Théoréme 2 : conséquence du théoréme de convergence dominée : Soit (f,),cy €
Con (1, R)N. Si Z fn converge simplement et a pour somme S € £'(I,R"), alors :

fx s

Théoréme 3 : Soit (f,),cy € LI, K)N. Si an converge simplement et a pour somme
neN

S € Cn(l,K) et si Z / | fn| converge, alors

neN
secun e [s=3 [fie [Sn-3 [5

14.4 Intégrale dépendant d’un paramétre

Ax I =K

(2.8) s F(z1) ou A CR", I est

Théoréme 1 : continuité sous le signe / : Soit f: {

un intervalle de R. On suppose que :
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A—-K :
e Vtel, f(.,t): {x»—>f(:p ) est continue sur A;
I - K .
e Ve A f(z { s flo est continue par morceaux sur I ;
oEIgGEl_TRJr )/ Y(x,t) €A><I|f(xt)| g(t)
alors :

A—- K
- /f(x,t)dt est continue.
I

[c,d] — K
Corollaire : Soit f € C([c,d] x [a,b],K). Soit F : . /bf . t)dt alors F' est continue.

JxI—-K
(2,1) = f(z,t)

Théoréme 2 : dérivation sous le signe / : Soit f: { . On suppose que :
e VrclJ f(zx,) € L'(,K);

0
e f admet sur J x [ une dérivée partielle —f qui vérifie :

Ox
of J—K
- Vtel, ==(.,t): of est continue sur J;
Ox T = ——(z,1)
Ox
8f I - K
- Veeld =—(z,.): of est continue par morceaux sur [ ;
x

~ dg e LYI,RY) / V¥(z,t) € T x I,

o @) <0

J — K
Alors F : . /f(x,t)dt _ /f(x, ) est de classe C' sur J et
I I
of
F/
Ve e J, F'(z) = 8x< ,t)dt

14.5 La fonction I

Définition : On note I la fonction définie sur R™ par
+o0o
['(z) :/ t" e tdt
0
Propriétés : ' € C°(R™ R) et Vo € R™, Vk € N,

“+o0o
r®(z) = / (Int)* 7 e tdt
0

Ve e RV T(z+1)=x-T(z)
VneN, nl=T(n+1)
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Chapitre 15

Intégrales doubles

15.1 Cas d’une fonction continue sur un pavé

Théoréme : un théroréme de Fubini pour les fonctions continues sur un pavé : Soit
f € C([a,b] x [c,d],C) alors :

/cd (/abf(:c,y)d:c) dy:/ab (/cdf(a:,y)dy) I

Proposition : Si f(z,y) = h(x) X k(y) avec h € C([a,b],R) et k € C([c,d],R), alors :

//[a,b]x[c,d}f(x’y)dxdy: //[ e hz) - k(y)dady = / b h(z)dz - / ’ k(y)dy

15.2 Cas d’une fonction positive sur [ x J

Définition : Soient I et J deux intervalles réels. Soit f : I x J — R™ continue.
f est dite intégrable sur I x J 8’il existe k € R™ tel que

e pour tout segment I' C I,
J| 1<n
IxJ

e pour tout segment J' C J,
On appelle alors intégrale de f sur I x J, que 'on note // f le nombre
IxJ

on a
I' segment /I' C I
Sup{//[/XJ/ f7 lsegment /J/ C J

Théoréme : Soit f € C(I x J,R"). Soit (I,,), une suite exhaustive de segments de I. Soit
(Jn), une suite exhaustive de segments de J.
Alors f est intégrable sur I x J si et seulement si

lim // f existe
n——+oo I X Jn
et alors / f= lim // f
IxJ =400 S L x
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Théoréme : théoréme de Fubini pour les fonctions positives de I x J : Soit f €
C(I x J,R"). Si:

1. Vo €1, f(z,.) € LY(J,R)

I —R*
2. puis la fonction g : v / F@) est intégrable sur I,
J

Alors f est intégrable sur I x J et

[ = [o= [ ([ ste:0)a
//Mf(x’wdxdy:/I</Jf(:c,y)dy) dz

Noter que I'on peut « inverser » les roles de x et y dans les hypothéses.

Ou encore

15.3 Cas d’une fonction de I x J dans C

Définition : Soit f € C(I x J,C).
f est dite intégrable si | f| est intégrable.

Cas d’une fonction a valeurs réelles : Soit f € C(I x J,R). On pose f* = Max(f,0) et
J = Max(~f,0).
f est intégrable sur I x J < f et f~ sont intégrables sur I x J et alors

Bt =00

Cas d’une fonction a valeurs complexes : Soit f € C(I x J,C).
f est intégrable sur I x J < Re(f) et Im(f) sont intégrables sur I x J et alors

//Mf://MRe(f)+i//IXJ1m(f)

Théoréme de Fubini pour les fonctions a valeurs dans K : Soit f € C(I x J,K) avec
f intégrable. Si :
e Vrcl, f(zx,.) € LY]K)
I - K

e puis g : xH[]f(x,.):/]f(x,y)dy e L (I,K)

= o= [ ([

15.4 Intégrale sur une partie simple

Définition : Une partie A de R? est dite élémentaire si on peut 'écrire a la fois
o A={(z,y) R’ Ja <z <bet pi(z) <y < pala)}
o A={(z,y) eR?* / c<y <det Pu(y) <z <aly)}

ol 1, o (resp. 11, 1hy) sont continues sur [a, b] (resp. sur [c, d]).
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Propriété : En reprenant les notations de la définition précédente,
A C [a,b] x [c,d]

et en particulier, toute partie élémentaire est compacte.

Conséquence : Soit f € C(A,K) ot A est une partie élémentaire incluse dans [a, b] X [c, d].
la,b] x [c,d] - K
f(z,y) si (z,y) € A . Alors :

Soit f : (z,y) — 0si(z,y) ¢ A

Va € [a,0], fl(z,.) € Cnllc, d],K)

Yy € [e,d], f(.,y) € Cn([a,b], K)

Autre conséquence : Soit f € C(A,K) ot A est une partie élémentaire incluse dans [a, b] X
[c,d] et soit f le prolongement défini précédement.

e Vz € [a,b], comme f(z,.) € Cn([c,d],K), on peut définir h(z

e Vy € [c,d], comme f(,y) € Cn(la,b],K), on peut définir k(x

/cd]
=T

Lemme : Les fonctions h et k aisni définies sont continues respectivement sur [a, b] et [c, d].

Théoréme : théoréme de Fubini sur une partie élémentaire : Soit f € C(A,K) ou A est

une partie élémentaire de R?. Soient h et k telles que h(x / Flx, ) et k(z) = / F.y).

[a,b]
Alors
o).
[a,b] [c,d]

A={(z,y) eR* Ja<z<bet pi(z) <y < o)}

ce qui signifie que si

A:{(x,y)€R2/C<y<det w1<y)<x<w2<y>}

/a b < / (()) i, y)dy> dr = / ' ( /w w(()) 1o, y)daz) dy

Définition : Ce nombre commun s’appelle I'intégrale double de f sur A et est noté

//Af ou //Af(x,y)d:cdy

Définition : partie simple : On appelle partie simple du plan toute réunion finie U A; de
i=1

alors,

parties élémentaires avec la condition :
—_—
V(i,j) € [1,n]? sii#j, AiNA =0
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Définition : Soit f € C(A,K) ou A est une partie simple. On définit alors
// f= Z // fsiA= UAZ-, A; partie élémentaire.
A i=1 A i=1

15.5 Changement de variable dans les intégrales doubles

Définition : C'-difféeomorphsime : Soient U et V' deux ouverts de R". Soit ¢ : U — V.
On dit que ¢ est un C'-diffeomorphisme si ¢ est bijective et ¢ et ¢! sont de classe C*.

Définition : matrice jacobienne : Soit ¢ € C'(U,V) out U,V sont deux ouverts de R

Ainsi ¢ : { v=Vv
| (w0) = (2w, 0), y(u, v))
partielles.

La matrice jacobienne de ¢ au point (u,v) € U est la matrice :

avec ,y € C'(U,R) Elles admettent donc des dérivées

ox Ox
(U, U) —(U, U)

T = [ Gu0 By
%(U, U) %(uv U)

Jacobien de ¢ en (u,v) : c’est le déterminant de J,(u,v).

jac,(u,v) ou jac(p)(u,v) = det (J,(u,v)) Soz%t:nt ggz’ zi (u,v)

Théoréme : théoréme de changement de variable dans R? :  Soient U et V deux ouverts
de R?. Soit ¢ un C*-diffeomorphisme de U dans V. Soit ¢ € C(A, B) ot A et B sont deux parties
simples de R? telles que A C U, B CV, ¢(A) = B. Alors :

//sz//qomx fac(y)
i.e.//Bf(x,y)dxdy://Af(x(u,v),y(u,v)) x

Proposition : Si p € C*(U,V) avec U et V deux ouverts de R?, et si jac(¢) ne s’annule pas
sur U (i.e. J, est inversible) et si ¢ est bijective, alors ¢ est un C'-diffeomorphisme.

d(x,y)

dud
O(u,v) ua

(u, )
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Chapitre 16

Séries de Fourier

16.1 Champs d’application de la théorie

Les applications 27m-périodiques : Les ensembles suivant sont inclus dans B(R, C) :
e CMs,(R,C) : fonctions continues par morceaux sur R et 27-périodiques;
e Cor(R,C) : fonctions continues sur R et 27 périodiques ;
o C' My (R, C)(R,C) : fonctions C' par morceaux et 27-périodiques.

Définition : fonction C' par morceaux sur R : Soit f € F(R,C). On dit que f est C'
par morceaux sur R si f est C' par morceaux sur tout segments [a,b] de R ie. Jo0 = (a =
ag, at, .. .,a, = b) une subdivision de [a,b] telle que pour tout entier naturel de [0,n — 1],
la restriction de f & tout inter ]a,, a;1[ est prolongeable sur [a;, a;41] en une fonction C' et
notamment, f ainsi prolongée admet respectivement en a; et a;,; une dérivée respectivement
a gauche et a droite.

On note C* M(R, C) I'ensemble des fonctions C' continues par morceaux de R & valeurs dans

C.

Propriété : prolongement par périodicité : Soit f € C,,([a,a + 27],C) telle que f(a) =
f(a+ 2m). Alors, il existe une unique fonction g € CMs, (R, C) telle que :

9|la,a+27] = f

Variante : Soit f € C,,([a,a + 27[,C) et telle que lim f(z + 27) existe dans C, alors :
T—a—

Ellg c CMQW(R, C) / g[a,a+27r[ = f

Proposition : rappels intégration : SOit f € CMp(R,C) (i.e. une fonction continue par
morceaux 1T-périodique. Soient a,b € R, alors :

/a :T F(t)dt = / ’ F(t)dt

/aM f(t)dt = /OT f(t)dt = /; F(t)dt
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16.2 Coefficients de Fourier

Définition 1 : Soit f € CMy,(R,C). On pose pour tout n € Z :

) = 5 / () et = o / " f(tye

cn(f) est le coefficient de Fourier de f d’indice n.

Définition 2 : Soit f € CMy:(R,R). Soit n € N. On pose :

/ f(t) - cos(nt)d / f(t) - cos(nt)dt
_ % / :: F(t) - sin(nt)dt = % /0 7 bt) - sinnt)dt

sont les coefficients de Fourier réels de f.
Propriétés : liens entre les coefficients «,, b, et ¢, :
1 1
cnzﬁ(an—zﬂbn) c,nzé(anjLi-bn)
ap = Cp + c_p = 2Re(cy) by =1 (cn —c_p) = —2Im(c,)

Propriété : effet de conjugaison :

Cn(?) =c_n(f)

Propriété : effets de parité :

f paire f impaire
K=C —n = Cn C_p = —Cp,
W(f) = / f(t) - cos(nt)d n(f) = 0
K=R
() = W (f) = / f(t) - sin(nt)d
Propriété : effet d’une translation dans le temps : Soit f € CMo, (R, C), soit a € R.
: R—C
Soit f, : { tes f(t+a) - Alors :

Vn € Z, cu(fa) = " - cu(f)

C Mo (R,C) — C*
f o el fnez ™20 (fw) =7

notation

Propriété : linéarité de f — (¢, (f))nez: Soit @ : {

® est linéaire.

Propriété : La famille (¢,(f))nez est bornée et donc les familles (a,(f))nen €t (bn(f))nen
aussi.
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Utilisation d’espaces vectoriels normés : Pour Cy,(R,C), prenons :

I =55 [ 1rteae

—T

Considérons @ : { Con(R,C) — B(Z,C)

f= (enlf))Inez

. On considére comme norme sur B(Z,C) :

[ufloe = Sup|ug|
nez
Ainsi, )
@[]} =1
Proposition 1 : Soit f € CMy,(R,C). Alors :
Jm c(f) =0= lim c.(f)

et si f € CMao (R, R),
lim a,(f)=0= lim b,(f)

n—-+4o0o n—-+400

Propriété : effet de la dérivation : Soit f € C; (R, C). Alors :
Vn € Z, c,(f') =1in-c,(f)

Propriété : généralisation : Si f € C5 (R, C), alors :
Vn € Z, ¢, (f(k)) = i*n* . ¢, (f)

Proposition 2 : Si f € C} (R, C), alors :

et si f €Ch (R,R), alors :

16.3 Convergence ponctuelle des séries de Fourier

Définitions : Soit f € CMs, (R, C) respectivement CMoy, (R, R)
e On appelle série de Fourier de f la série (« trigonométrique ») de fonction :

Z cn(f)em™ resp. aoéf) + Z (an cos(nx) + by, sin(n:c))

nel

e On appelle somme partielle d’ordre N la fonction :

. nc aO(f) al .
T = Z cn(f)e resp. = —— + Z (an cos(nx) + by, sm(nx))
n=—N n=1

e On dit que la série de Fourier converge simplement sur [ si :
N
Ve e l, lim (ca(f)e™) existe dans C
N—+oo
n=—N
N

+ Z (an cos(nzx) + by, sin(mc)) existe dans R
n=1

Veel, lim %(f)
N—+4o00 2
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Propriété : La somme S(f) de la série de Fourier de f est évidemment 27-périodique.

Théoréme : théoréme de Dirichlet : Soit f € C' Mo, (R, C). Alors pour tout réel z, la
série de Fourier de f converge et a pour somme :

3 (Jim 1)+ tim f0)

y—at y—=x
Corollaire 1 : Si f € C' My, (R, C), alors S(f)(x) = f(x) en tout point z ot f est continue.
Corollaire 2 :  Si f € C'My:(R,C) N Car (R, C), alors

S =1

16.4 Convergence quadratique de séries de Fourier

Produit scalaire : On pose pour f,g € Cor(R,C) :

(fg) = /f

(.| .) est un produit scalaire complexe.

On lui associe la norme :
1 iy
wm:¢5/|mWw
7T —T7

Coefficients et sommes partielles de Fourier : On pose e, :

{F:gt , n € Z. Alors

(€n)nez est orthonormale.

cn(f) = (en | f)

N

YN EN, Sy(f)= > (enl f)-en

n=—N

Définition : On note P = U P, = Vect ({e,, n € Z}). P est I'ensemble des « polyndomes

NeN
trigonométriques ». Un polynéme trigonométrique s’écrit donc :

N N

p(t) = Z ane™ = Z n, (eit)n

n=—N n=—N

Théoréme : inégalité de Bessel : Soit f € CMs, (R, C). Alors :

N
VneN, > leal ) <IIfI1S2
n=—N

Dans le cas ou f € CMa (R, R), I'inégalité devient :

1
P W()2) <11
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Corollaire : Les séries suivantes sont toutes convergentes :

DSleal AP D lemm P D anlF) D balf)’

neN neN neN neN*

Et si f € CMyr(R,R) :

> lealhl = "5 IS a4 bu?)

Lemme 1 : Soit f € Cor (R, C).

Ve >0, 3h € Cor (R, C) / h est affine par morceaux et || f — hllo < €

Lemme 2 : Théoréme de Weirtrass trigonométrique : Soit f € Cor (R, C). Alors :

Ve>0, IpeP /||f—pl<e

Théoréme : convergence en moyenne quadratique : Soit f € CMy, (R, C). La série de
Fourier de f converge en moyenne quadratique vers f i.e.

Su() H5 1

Théoréme : égalité de Bessel Parseval : Vf € CMy, (R, K),

+o0

£l = Z |cn(f)|2 siK=RouC

n=—oo

ao(f)?

2 _
17112 = 22

+%Z (an(f)> +b,(f)?) siK=R

Proposition : Soient f,g € CMy, (R, K).

+oo

(fl9)=>_ calf) calg) siK=RouC
400
(f|9):M+%Z(an(]@)-an(g)+bn(f)-bn(g)) si K =R

16.5 Convergence normale pour les fonctions continues et
C! par morceaux 2r-périodiques a valeurs complexes

Proposition : Soit f € Car (R, C) N C* My, (R, C). Alors les séries suivantes sont absolument

convergentes :
doelf)  Doewlh) D oalf) D ba(f)

neN neN neN neN

Théoréme : Si f € Cyr(R,C)NC My (R, C), alors la série de Fourier converge normalement
vers f.
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Chapitre 17

Fonctions de plusieurs variables

17.1 Rappels de MPSI et synthése
f:I—->R, ICR:
f est dérivableena €l & FJAeR /VheR [/ (a+h) €1, fla+h)=f(a)+ A-h+o(h)

On note A = f'(a) et df(a) : h— A-h = f'(a) - h.
df(a) € LR,R), Me, = (f/(a)).

? : { IR notée (x(t))
e (20, 5(0) y(t)
? est dérivable en a € I & x et sont dérivable en a

x(a+ h) = x(a) + ah + hey(h)

@H(Q,B)EIW/WLER/(a+h)€[,{ y(a+h) = y(a) + Bh + hey(h)

On note df (a) € L(R,R?) telle que Me, ¢,(df (a)) = (g)
f:U — R ot U est un ouvert de R?. Pour a = (z¢,%0) € U,

) 3} § ) B
VE = (hh) € B [ at Fe U, fla+ ) = F(0) + GH0) b+ (@) ha + of ]
{ R*> — R
On note df (a) : of of )
(h,l hz)H%() h1+8—y(a)-h2

of 8f)

(a) € L) Moy, (@) = (G0 Foia

? U — R? ot U est un ¢ ouvert de R?. Soit a = (z¢, yo)- ?(a) = (fi(zo,y0), f2(o,¥0)). Soit
W = (hy, hs) tel que a + 7 eU.

06, O .
Plao + h,go + ha) = Flao,o) yo+(af2( 8}/ ) < () +IT 1 -<(T)
ox @)

d? (h1h2

Ainsi d?(a) € L(R?* R?).

82



17.2 Fonctions différentiables

Définition : différentielle Soit f : U — F ou U est un ouvert de E, E et F étant des
R-espaces vectoriel de dimensions finies. Soit a € U.
On dit que f est différentiable en a §'il existe une application ¢ € L(E, F') telle que :

Vhe E [ (a+h) €U, fla+h)= fla)e(h)+o(lhl)

On note df (a) la fonction ¢ : on 'appelle la différentielle de f au pouint a.

Propriété : L’application ¢ définie précédement, si elle existe, est unique.

17.3 Dérivées partielles

Définition : dérivée selon un vecteur : Soit f: U — F, a € U, U ek / o # Og. Soit
@ | —rr= F (un tel r > 0 existe).
a,u: ’
{ t— fla+t)
n(iée g)

On appelle dérivée de f au point a selon le vecteur @ le nombre D f (a) = gpfhﬁ(O) <aussi 5

Définition : dérivées partielles : Soit f : U — F ou U ouvert de E, E et F' étant deux
R-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit a € U. Soit B = (e, ..., ¢,) une base de E.

La dérivées de f en a selon e_]') s’appelle la dérivée partielle d’indice j au point a et est notée
Dj(a), ainsi,

D;(f(a)) = Dg f(a)

0.
Si ' =R? et si B = C,, base canonique de R?, on notera — au lieu de D; f.

Les dérivées partielles en a sont les coordonées de df (a) dans la base duale.

Théoréme : Soit f: U — F, a € U. Si f est différentiable en a, alors f admet selon tout
vecteur « non nul une dérivée égale a :

D~ f(a) = df (a)(W)

Définition : matrice jacobienne : Soit f: U C E — F, a € U. Soient B = (ey,...,¢e,),
(resp. C = (vy,...,vp,) une base de E (resp. une base de F').

On suppose que f admet des dérivées partielles (relativement a ces bases) au point a. On appelle
matrice jacobienne de f au point a relativement aux bases B et C la matrice :

Tse(@) = (Di(£)(@))

27.]

Si E=R%et FF =1RP, sion choisit les bases canoniques, on note :

dfi
Is(ta) = (2(a))
j
ot f; fonction i® coordonnée de f dans (v;)i=1. .
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Proposition : Si f est différentiable au point a, alors Jzc(f)(a) = Mpc (df(a)).

Définition : jacobien : Si f : U C E — F et si a € U, on appelle jacobien de f en a
relativement a la base B de E le déterminant de Jz(f)(a) noté jac(f)(a). En particulier, si

E=R",
jac(f)(a) = det <(§£( ))_ ) ; H(a)

17.4 Fonctions de classe C!

Définition : Soit f: U C £ — F. Soit B = (e;),=1., une base de E.
On dit que f est de classe C' sur U et on écrit f € C*(U, F) si elle admet des fonctions dérivées
partielles sur U continues i.e. Vj € [1,q], D;f est définie en tout point de U et est continue.

Théoréme : Toute fonction différentiable en a est continue en a.
Théoréme : Tout application de classe C' sur U est différentiable sur U.

Proposition : Si f € C'(U, F), pour tout u € E \ {Og}, la fonction D+ (f) est continue sur
U.
17.5 Composition de fonctions

Rappel de Sup
® /
o« ICR = J = Rt .Sip €D, J)et f€D(JR), alors (foy) € D(I,R)
H

t = o) f (1))
et Vt el
(foe)(t)=F(et) x (1)
IcR % Ucr 4 R _ _
P OB B UCH S R )= b0.u). F = fop)
F(0) = S (0) x 2'0) + 5 (46) x ¥ (1)
Remarque : la matrice jacobienne de f au point ¢(t) est : <g—£ (¢(t)) g—‘;j (go(t))) et celle

de ¢ au point ¢ est (¢'(t)) et celle de F = (f o ¢) est :

of of 0
(L) Liewn) < (i)
Le. T(fo)t)=T(f)(e®) x T(p)(t) et ainsi,
d(f o p)(t) = df (¢(t)) o de(t)
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VcR: & U C R? R
H

(w,0) = (2(u,0),y(u,v)) f(z,y)
g—f(u,v) = %(Cb(u,v)) X %(u,v) + Z—?J;(CI)(U,U)) X %(u,v)
g—f(u,v) = %(@(u,v)) X %(u,v) + g—;(@(u,v)) X %(u,v)
Remarque :
0 o or oy % () % ()
F I3 —(u,v) —(u,v
(Gutwn) Grww) = (Geten Goen) =\ " 8
ou (u,0) ov (u,v)
ie. J(F)(u,v) =J(f)(z,y) x T(P)(u,v) et ainsi,
a(f o ®)(a) = df (B(a)) o d(a)
L, UcRR % R 4 R
(u,v) = D(u,v) — f(q)((u,v)))
oF , 0P
a(u,v) =f (q)(u,v)) X %(u,v)
oF , od
%(u,v) =f (q)(u,v)) X %(u,v)

Remarque :

oF oF / 0P 0P
(a(u,v) %(u,v)) = (f'(2)) x (%(uav) —(u,v))
ie. J(F)(u,v) = T(f)(P(u,v)) x T(P)(u,v) et ainsi,
d(f o ®)(a) = df (®(a)) o d®(a)

Théoréme : Soient f:UCFE -V CFetg:V CF —G.
Si feCl(UV)etgelC(V,G), alors go f € CH(U,G) et

Va €U, d(go f)(a) = (dg(f(a)) ) o (& (a))

Matrice jacobienne de la fonction réciproque : Soit f : U ¢ E - V C E un C'-
difféeomorphisme.

-1

vbeV, df (b) = (df(f*l(b))>
Ts (f7) (b) = (jzs(f) (f1<b))_1

. —1 — 1
I BIEID)
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17.6 Dérivées partielles d’ordre supérieure

Définition : fonction de classe C* : Soit f € C' (U, F), U C E. Soit (e;)j-1., une base de
E. Alors D;(f) = D,,(f) est aussi une application de U dans F'.

Si toutes les fonctions D;(D;(f)), (i,4) € [1,¢]* existent et sont continues, on dit que f est de
classe C? et on note Df](f) = D;(D;(f)).

Définition : fonction de classe C* : Pour k > 2, f est de classe C* si et seulement si f est
de classe C' et Vi € [1,q], Di(f) € C*(U, F).

Théoréme : théoréme de Schwarz : Si f € C*(U, F),
Notamment pour E =R", F =R, si f € C*(U,R),

o (of of
s (1) = 3 (31,

17.7 Cas des fonctions a valeurs réelles

Définition : Soit f € C'(U,R) oi1 U est un ouvert de E, F étant un espace vectoriel euclidien.
Soit a € U.
L’ unlque vecteur u, tel que df (a) = (u, | .) s’appelle le vecteur gradient de f au point a et est

noté g'r’ad f(a). N
Ve € E,df(a)(z) = (g'r’adf(a) | :c)

Dans F euclidien muni d’'une base B = (ey, ..., e,) orthonormée :

gradf ZD f(a)-e;ie. mf(a) = (D1 f(a),...,Dypf(a))g

Dans R" muni du produit scalaire usuel, dans la base canonique :

0 0
gradf Z o, -e; i.e. Wif(a) = <8xf (a),..., 8; (a))

2@ = (@ g @) e Min®

W@ =3 g et

R? =

R
(z,y) — [f(z,y)

Application au coordonnées cartésiennes - polaires : Soit f : une

fonction de classe C' sur R?.
Pour p et 6 € R, on pose F(p,0) = f(pcosb, psinf). F est C* sur R avec Vp,0 € R :

° a@—i(p, 0) = cos Ha(p cos B, psin @) + sin 0%@ cos B, psin 0)
° aa—};( ,0) = —psin@%(pcos@,psin@) +pcos€%(pcos€,psin9)
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Lemme : Soit U un ouvert convexe de E espace vectoriel normé. Soit f € C'(U,R). Soient
a,be U. Alors :

f(b)—f(a):/o dF (1 = t)a + ) (b — a)dt

Théoréme 1: Soit f € C*(U,R) oi1 U est un ouvert convexe de E, E étant un espace vectoriel
normé de dimension finie. Alors :

va,b € U, | f(a) = FO)l < b= all x Max ([[|df(a)][[])

Théoréme 2 : Soit f € C'(U,R) ot U est un ouvert convexe de E, E étant un espace vectoriel
euclidien. Alors :

Va.b e U, 1) = £(@) < Ib—al x Max ([arad(r)(o)|)

z€[a,b]

Corollaire : Soit f € C'(U,R) ot U est un ouvert de E.

f constante < df =0

Définition : extremum : Soit f: U — R avec E un espace vectoriel normé et U ouvert de
E.
On dit que f admet un maximum (resp. un minimum) local en a € U il existe r > 0 / V& €

B(a,r), f(z) < f(a) (vesp.f(z) = f(a)).

Définition : Soient f € C'(U,R) et a € U. On dit parfois que f présente en a un point
critique (ou extremum potentiel) si :

df(a) =0

Théoréme : Soit f € C*(U,R) avec U un ouvert de E. Soit a € E.
Si f présente en a un extremum local, nécessairement df (a) = 0.

Conséquence : Si f € C'(A,R), avec A non nécessairement ouvert, les extremums de f
sont :

e soit des points de la frontiére ;

e soit des points de A pour lesquels toutes dérivées partielles sont nulles.

Théoréme : Soit f € C*(U,R) ou U est un ouvert de R% Soit (z9,y0) € U. Soit (h,k) €
R? / (20 + h,yo + k) € U. Alors :

0 0
flwo+h,yo+k) = f(xo,y0) + a—i(l’o’yo) ~h+ a—f(ﬂfoayo) k
1 (0*f 2 o°f *f 9 9
+or (@(l’oyyo) -h +an8y(l’07yo) “hk+ a—yQ(iﬁoayo)'k ) + o (|[(h, k)[]?)
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0
Théoréme : Soit f € C*(U,R) ott U est un ouvert de R?. Soit (x,yo) € U tel que 8—f(:p0, Yo) =
x

0 :
8—?];(330,3/0) = 0. Soit :

02 f P f 0°f
r= @(m,yo) § = D0y (0, Yo) t= a—yg(%ayO)

1. Sir-t—s®>0, f présente un extremum en (2, yo) :
e sir > (0, c’est un minimum;
e sir <0, c’est un maximum;

2. Sir-t—s*>0, f ne présente pas en (zo,%) un extremum mais présente un point selle.

Equation aux dérivées partielles On cherche & résoudre des équations aux dérivées par-
tielles i.e. chercher les fonctions f € C'(U,R) ol U est un ouvert de R?, qui vérifie une équation
of of

E tant .
(E) comportant f, 9r’ By

88



Chapitre 18

Equations différentielles linéaires

18.1 Rappels de 1*° année

Résolution d’une équation différentielle linéaire de la forme de (F)
(E):y = a(z) -y +b(x), a,b € C(I,R)

L’ensemble solution de I’équation homogéne associée :

" I—-R L
S :{Y: s O AW ¢ € R, A une primitive de a}
Cas général :
S = IR C € R, A une primitive de a, ¢ est une solution particuliére
=13Y: SL"->§(SL’)+C€A(1) > p » Y p

Probléme de Cauchy : un théoréme dit de Cauchy énonce 'existence d’une et une seule solution
au probléme suivant :

"= ~y+b(x), a,be C(I,R
{iﬁ(xoﬁi@f’ bR e wer

Résolution d’une équation différentielle linéaire de la forme de (E’)
(E):a(z) -y = b(x) -y +c(x), a,b,c € C(I,R)

On se raméne au premier cas en divisant par a(z) mais il y a un probléme si a s’annule. On
résout alors (E') sur chacun des intervalles ou a ne s’annule pas.

On essaie ensuite de raccorder aux points g ol a s’annule.

Aux points a probléme, il doit y avoir continuité de la fonction solution, elle doit y étre dérivable
et une fois ces conditions vérifiées, on s’assure que (E') reste vraie pour z = 0.

18.2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Notation
e K désigne R ou C;
e F désigne un espace vectoriel normé de dimension finie (pratiquement, F' = R, R? ou R?) ;
e Dans L(F),siu € L(F) et x € F, on note u.z plutdt que u(x).

Comme L(E)x F est bilinéaire, si a € D(I,L(F)) et si ¢ € D(I,F), en notant
(u,z) = u.x
. I - F P /
a.p: { Fs a(t).ot) 7 alors a.p € D(I, F) et (a.p) =d' .o+ a.¢.
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Définition 1 : équation différentielle linéaire du premier ordre : On appelle équation
différentielle linéaire du premier ordre toute équation du type :

(E):2' =ax+1b

owa€cC(I,L(F))etbeC(I,F).

Définition 2 : solution de I’équation différentielle linéaire : Une solution de I’équation
différentielle linéaire (E) est une fonction ¢ € D(I, F) telle que :

Vit eI, ¢'(t) =a(t).p(t) + b(t)

Définition 3 : probléme de Cauchy : On appelle probléme de Cauchy tout probléeme du
type :
{ ¥ =ax+b(F)

owacC(I,L(F)), beC(I,F), tyeletag€EF.

Propriété : Si ¢ est solution de (F) : 2’ = a(t).x 4+ b(t) (o1t a et b sont continues sur I), alors
¢ € CY(I, F). Ainsi, toute solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre est de
classe C'.

Prolongement : si a et b sont de classe C*™ alors ¢ sera de classe C™.

Propriétés algébriques : Notons S 'ensemble solution de (£) une équation différentielle
linéaire du premier ordre et S* ’ensemble solution de I’équation différentielle homogeéne associée.
S = 7 + 8" est un espace affine de méme dimension que 8* avec & une solution particuliére de
(E).

Proposition : principe de superposition : Soient (Fy): 2’ = a.x+by, (Es) : 2’ = a.x+by
et (B): 2 =ax+0bl+byet Sy, Sy et S les ensembles solutions associés.
Siz; €S8yetaxy €Sy, alors :

V(,B) €K% a -z + B -2 €Sot (E): 2’ =ax+ (a-bl+3-b)

Théoréme : théoréme de Cauchy-Lipschitz : Soit (F) : 2’ = a(t).x + b(t) ou a €
C(I,L(F)), b€ C(I,F) avec F un espace vectoriel normé de dimension finie. Le probléme de
Cauchy :

{(E) T Oﬂtoef,.TOeF

admet une et une seule solution.

Théoréme : Les solutions de I'équation différentielle linéaire homogene (E*) : 2’ = a(t).x
ot a € C(I,L(F)) constituent un K-espace vectoriel de méme dimension que F i.e. dimS* =
dim F'.

Définition : systéme fondamental de solutions : On appelle systéme fondamental de
solutions de (E*) toute base (@1, ..., p,) ou n = dim F' constituées de solution de (E*) : ¢y’ =

a(x).y.
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Définition : wronskien : Soient (¢1,...,¢,) une famille de fonction de I a valeurs dans
F un K-espace vectoriel de dimension n de base B. On appelle wronskien de (¢1,...,¢n)
I’application :

I - K
Woit o det(i(®),. ., pul®))
Proposition fondamentale : Soit (¢1,...,@,) n éléments de S* espace solution de (E*) :

2’ = a(t).w ot a € C(I,L(F)). Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
1. (p1,-..,pn) est un systéme fondamental de solutions de S*;

2. Jto €1/ W(pr,....n)(to) #0;
3.Vtel, W(pr,...,on)(t) #0.

Lemme : Soit (¢1,...,®,) un systéme fondamental de solutions de (E*) : 2/ = a(t).z. Soit

p€C(,F),n=dimF. Alors :

3 ()‘i)ie[[l,n]] €C(,K) /p= Z Aipi

i=1

Et de plus, si ¢ € CY(I, F), alors Vi € [1,n], \; € C'(I,K).

Théoréme : Soit (41, ..., ®,) un systéme fondamental de solutions de (E*) : 2’ = a(t).x avec
a € C(I,L(F)). Soit (E) : #' = a(t).x + b(t) ou b € C(I, F). Soient o, ... o0, € C(I,F) / b=

Zai%. Soit ¢ € CY(I, F) et soient A1,..., A, €CYHI,F) / o= Z)\z‘%’-

i=1 i=1

¢ est solution de (E) < Vi € [1,n], X, =«

18.3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Plus précisement, dans (F) : 2’ = a(t).x + b(t), a est constante.

Proposition : probléme de Cauchy : La seule solution du probleme de Cauchy

¥ =ax .
{:L’(to):v ounaeL(F), toel, ve F

est Papplication ¢ — exp ((t —tg) - a) .

Théoréme : Soit (E*) : 2’ = a.x ou a € L(F). Soit (vy,...,v,) une famille de n vecteurs de
: R — F
F. Soit ¢; : t — exp(t-a)w

Propriétés : exp :
+oo
e Si (A, +, x,-) est une algebre, Vu € A, expu = Z
n=0
e Sia et b deux éléments de A commutent, exp(a + b) = exp(a) x exp(b) ;
o xp(04 = 14;
o Va € L(F), Y(t,s) € I?, exp ((t+ ) -a) = exp(t-a) oexp(s - a);

H )

91



e exp (Ogr)) = Idp;
o Vae L(F), Vtel, exp(t-a) € GL(F);
o Va € L(F), Yael, aetexp(t-a) commutent.

Proposition : exponentielle de matrice :
e Si A= diag(Ai,...,\), exp(A) = diag(eM, ..., eM);
e Si A est diagonalisable, 3P € GL,(R) / A = P-A - P! avec A diagonale. Alors
exp(A) = P -exp(A) - P!

iS]
—

(t- A"

n!

e Si A est nilpotente d’indice p, exp(t - a) =

S
Il
o

18.4 Systémes différentiels linéaires

On résout ici X' = A- X + B(t) on A € M, (K), B e C(I,K").

Cas ou A est diagonalisable : Notons )A; les valeurs propres de A et v, leurs vecteurs
propres associés.

p(t) =Y -ty
j=1

© est une solution de (E*) avec (aq,...,a,) € K"
¥ o= + y + 2

Cas ou A est triangulaire : On a un systéme de la forme { 3 = y + 2z que
2 = 2

I’on résout a l'aide de la méthode du pivot de Gauss.

Cas o Card(Sp(4)) = 1 et A non diagonalisable : On cherche une matrice N dépendant

de A tel que N est nilpotente. Il faut ensuite calculer exp(t- A). Les solutions de (E*) s’écrivent :

t—exp(t-A)-vouv=(a,p,7) quelconque.

18.5 Equations différentielles linéaires (scalaires) d’ordre 2

Définition 1 : Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est une équation du type :
(E):a(t) 2" +b(t) -2’ +c(t) z=d(t)

ou a,b,c,d € C(I,K).

Définition 2 : Une solution de (£) est une fonction ¢ deux fois dérivable de I dans K telle
que :

Vi eI, a(t) - @"(t) + b(t) - (1) + c(t) - (t) = d(t)
Définition 3 : On appelle probléme de Cauchy tout probléme du type :

(E) \
ou ty €, xg,vg € K
{ l’(to) = Ty, l’/(to) = 1o 0 0,70
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Proposition : Soit (E) : a(t) - 2" + b(t) - 2’ + ¢(t) - = d(t) avec a,b,c,d € C(I,K). Soit
(E*) : (E) :a(t) - 2" +b(t) - 2’ + ¢(t) - x = 0 'équation homogene associée. Soient S et S* les
espaces solutions respectifs de (E) et (Ex). Alors :

e S* est un K-espace vectoriel ;

e S est ou bien vide ou bien un K-espace affine i.e. 37 € §* / S =7+ S~

Propriété : Si a ne s’annule pas sur I, toute solution de (E) est nécessairement ce classe C?
sur /.

Théoréme : Le probléme de Cauchy :

ORI ORP()
e A"

z(tg) = xo, Z'(to) = vo

admet une et une seule solution.

a(t) ou toEI, .To,UQEK

S - K
oz e (2(to), 2 (o))

Proposition : WV, est un isomorphisme.

Théoréme :
dimS* =2

Définition 4 : On appelle systéme fondamental de solutions toute base (@1, ¢2) de S*.

Définition : wronskien : Soit (E*) : a(t) - 2" + b(t) - 2’ + ¢(t) - = 0 ou a,b,¢,d € C(I,K).
Soit 1, o deux solutions de (E*). On appelle wronskien de (¢, p2) application :
I —- K
)
@1 (1) wa(t)

W(<P17902) : PN

Théoréme : Soit (E*) : a(t) 2" +b(t)-2' +c(t)-x =0o0ua,b,c,d € C(I,K), a ne s’annulant
pas sur I. Alors les trois affirmations suivantes sont équivalentes pour deux solutions ¢1, ps de
(E7) :

1. (1, p2) est un systéme fondamental de solutions;

2. It €1/ Wipr,pa)(ty) #0;
3. Vtel, W(pr,pa) #0.

Recherche de solutions :

recherche de solutions particuliéres de la méme forme que a,b et c;
recherche de solutions développables en série entiére;

recherche par méthode de variation de la constante;

recherche par méthode de variation des constantes.

Méthode de variation de la constante : Une fois une premiére solution ¢ de (E*) trouvé,
on pose x(t) = ¢(t) - z(t). On doit supposer que ¢ ne s’annule pas pour pouvoir écrire réci-

x
proquement z = —. Il faut ensuite reporter dans (). On trouve une équation différentielle
2

du premier ordre en 2’ que 'on résout en posant Z = 2'. Ainsi, z = C - ¢ / U1 + D - ¢ avec
C,DeKet Z=C-.
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Méthode de variation des deux constantes : On cherche un systéme fondamental de so-

lutions de (E*) notées (1, ¢2). On cherche alors une solution particuliére Z de (E) sous la forme

)\'1'<P1+X2'<P2=0(>

d(t

)\/ . / )\/ . / — .
1" %1+ Ay s —a(t)

On obtient \] et A, par résolution du systéme de Cramer puis A\; et Ay par recherche de primi-

tive. On a donc l'expression de £ = A - 1 + Ao - 9. D'olt :

_J1 = K ,

T = A1+ Ag- o ot les dérivées de A\ et )y vérifient le systéme :
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Chapitre 19

Courbes et surfaces

19.1 Courbe paramétrée

Vocabulaire :

on appelle arc paramétré de classe C' du plan toute fonction ? : I — R? ou I est un

intervalle de R et ? € C'(I,R*). On parle souvent de I'arc I' = (I, ?) ;

on appelle support de 'arc I'image de [ par ?
notation : f (t) = OM(t). Selon le contexte, (z(t),y(t)) représente le point M(t) ou le

3
vecteur OM (t).

on appelle arc simple tout arc paramétré dont 7 est injective;

on appelle arc simple fermé tout arc paramétré tel que : I = [a,b], f(a)= ?(b) et flu
est injective;

paramétrage admissible : soit (I, f) et (J, g) deux arcs paramétrées. On dit que (J, g) est
un paramétrage admissible de classe C* de (I, f) s'il existe un C*-difféomorphisme ¢ de I
sur J tel que f = goy. Une telle application ¢ est appelée un changement de paramétrage

de classe C*. Les deux arcs ont le méme support .
on appelle point régulier tout point M = ?(t) tel que f'(t) # 0 ;
—

e on appelle point singulier ou stationnaire tout point M = f (¢) tel que f'(¢t) = 0 ;
e on appelle arc régulier tout arc dont tout point est régulier ;

interprétation cinématique : f'(t) désigne le vecteur vitesse au point M (¢), ﬁ(t) désigne
le vecteur accélération au point M (t).

Tangente : . .
e en point régulier : si M (ty) est tel que f'(tg) # 0, alors f’(to) dirige la tangente;

Branches infinies : Soit I' = {

X(t)
1.
2.

3.

N

en un point singulier : la tangente au point M, = ?(to) est dirigée par f®(ty) on

p=Min {geN*/ F55(t0) # 0}.

x=X(t)
y=Y()

. Il y a branche infinie au voisinage de ty si :

— fooou Y(t) — +oo.
t—to ¢

—to

X(t) - fooet Y(t) — b, be R : asymptote d’équation y = b;
t—to t—to

X(t) — a, aeRetY(t) — +oo:asymptote d’équation z = a;
t—to t—to

Y(t
X(t) — £ooet Y(t) — oo : calculer a = lim Y :
t—to t—to t—to X ()
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(a) a = oo : branche parabolique de direction asymptotique l'axe (y'y);
(b) @ =0 : branche parabolique de direction asymptotique I'axe (2'x);
(¢) a € R : calculer b = }l,n,% Y(t)—a-X(t):
i. b = £oo : branche parabolique de direction asymptotique la droite A : y = a-x;

ii. b € R : branche parabolique de direction asymptotique la droite A : y = a-x+b.

Courbes polaires : On étudie des courbes d’équations polaires r = f(6) :

C={MeP/3rb) cR:r=f(f) et (r,6) est un couple de coordonnées polaires de M }

7(0) = FO)Z0) + 10)3 (0)

Tangente : .
e si M #(0,0) et si f'(0) =0, la tangente est orthogonale au rayon vecteur OM (6);
e si M = (0,0) i.e. s'il existe 6y / M(6y) = (0,0), la tangente en (0,0) a pour angle polaire
6.

Plan d’étude d’une courbe polaire :
1. domaine de définition ;
. analyse des propriétés permettant de reduire le domaine d’étude;

. calculer f'(6), en étudier le signe et faire un tableau de variations;

. étude des branches infinies si 30y € R / elim f(6) = £00 en paramétrant la courbe;

2

3

4. relever les points particuliers;
5 im
6

. tracer la courbe.

Quelques courbes d’équations polaires connues :

b 1
e cercle passant par (0,0), de centre <g, 5) et de rayon 5\/ a?+b%

p(0) =a-cosf+b-sinb

e droite ne passant pas par (0,0) d’équation cartésienne azx + by =1 :

1
) =
P(6) a-cosf+b-sinf
e conique de paramétre p, d’excentricité e dans le repére orthonormé (O, 7, j ) qui sont

les axes de la coniques :

p
) = — £
p(0) 1+e-cosf

19.2 Théoréme de relévement

Théoréme : théoréme de relévement : Soif f € C'(I,U) ot I est un intervalle de R et
U le cercle trignométrique de R?. A f est donc associé un arc paramétré dont le support est
inclus dans U. Alors :

30 € CHI,R) /Vt eI, f(t)=¢P®

et 0 est unique a une constante 2km pres.
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19.3 Etude métrique d’un arc orienté

On travaille ici dans £ un espace vectoriel euclidien Pratiquement, on se place dans R? muni
du produit scalaire usuel.

Définition : abscisse curviligne : Soit I' = (7, ?) un arc paramétrique régulier de classe
C'. On appelle abscisse curviligne toute fonction S € C*(I,R) telle que :

.
Viel, S'(t) = Hf’(t)”

De telles fonctions existent et sont uniques a une constante preés :

t
S:t|—>/
to

Principe :

1. poser s = S(t) = /
t

0
pour 'abscisse curviligne ;

b=
I (u)” du en ayant choisit ¢y pour que M (ty) soit l'origine (s = 0)

2. calculer S71;

3. poser 7 = 7 oS!,

Définition : Une paramétrisation I' = (.J, ') est dite normale si :

=
Vs e J, )g(s)Hzl
Propriété : Si on utilise une abscisse curviligne s = S(¢) pour reparamétrer un arc I' =

(I, ), la paramétrisation obtenue est une paramétrisation normale.

Définition : longueur d’un arc :
e dans le cas d’une paramétrisation normale : soit I' = (.J, 7) un arc dont la paramétrisation
est normale et ou J = [«, 3] :

(L) = (8 —a)
e dans le cas d'un arc paramétrique régulier : soit I' = (I ,7) de classe C' régulier avec
I=1la,b:
b=
)y = [ ]| 7o) a
Applications :

e pour une courbe d’équation cartésienne (x € [a, b]) d’équation y = f(x) :

1(C) = /abm + (f'(x))*d

e pour une courbe d’équation polaire r = p(6) avec 6 € [0y, 6;] :

I(c) = / 0 + (0(0))%de

0
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Définition 1 : repére de Frénet : On appelle repére de Frénet de arc I' = (I, ?) au point

M le repere (M,?,ﬁ) ou :

cos ()
sin a(s)

). o' s’appelle la fonc-
tion courbure. a/(s) est la courbure au point M (s) de Parc I' = (.J, ¢) paramétré normalement.

%
Définition 2 : courbure : Ja : J — R tel que ¢'(s) = <

Proposition : Au point M (t), la courbure est égale a :

det (F1(0), 7(0))

= 3
|7
Application :
e pour une courbe d’équation cartésienne y = f(x), la courbure = est :
/()

(z) =

(1+ /()

e pour une courbe polaire d’équation r = p(#), la courbure 7 est :

20007 + p(6) — p(6) - (6)
((6) + p(6)?)*

v(0)

19.4 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme : théoréme des fonctions implicites : Soit f € C'(U,R) ott U est un ouvert
de R?. Soit C la courbe d’équation implicite f(z,y) = 0. Soit My = (z0,y0) € C tel que

0
8—f(x0, yo) # 0. Alors il existe : deux intervalles I, J de R tels que I x J C U et une fonction
Y

© € CHI,J) tel que :
V(z,y) e I x J, f(z,y) =0y = p(zx) avec p(zo) = Yo

Et alors :

") — —%(I, (p(l’))

Théoréme : Soit C une courbe d’équation implicite f(z,y) = 0 ot f € C*(U,R). Soit M, =
% _>
(%0, y0) € C tel que gradf(My) # 0. Alors :
e le point Mj est dit « régulier » (définition particuliére poir les courbes définies implicite-
ment) ;
e la tangente en M, est orthogonale a gradf(My) et a donc comme équation :

%(5507190) (= wo) + g—gj(ﬂfoayo) (¥ — yo)
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Application aux coniques :

2 2
e tangente a une ellipse — + i 1 en un point (xg, yo) :
a
Ty | YYo
SRy L
T a2 b?
2 2
e tangente & une hyperbole — — i 1 en un point (xg, o) :
a
TTo  YYo
e N L R
T a2 b2

e tangente a une parabole y2 = 2pz en un point (xg, yo) :

T :yyo = p(x + x0)

19.5 Intégrale curviligne, circulation

Hypothéses : U est un ouvert de R?, f, P,Q € C*(U,R?), P, € C'(U,R").

Définition - écriture : formes différentielles et champ de vecteur :
e Forme différentielle de classe C' sur U :

Définition 1 : )
w:U s L(ER) = B

Ecriture locale :
V(z,y) € U, w(z,y) = P(z,y)e] + Q(z,y)e;  w(z,y) = Px,y)dr + Q(z,y)dy

Ecriture globale :
w = Pdx + Qdy

Particularité :
Y(z,y) € U, Y(h, k) € R?, w(z,y)(h, k) = P(z,y)h + Q(x,y)k
Définition 2 : w est une forme différentielle exacte si :
3f e CYU,R) | w=df

Définition 3 : f est alors une primitive de w.

Définition 4 : w est une forme différentielle fermée si :

0Q oP

or oy
Définition 4’ : Plus généralement, w = Z P,dx; est fermée si :

op, _op,
8l‘j n 8I‘Z

Vi, J,

e Champ de vecteur défini sur U :
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Définition 1 :

Ecriture locale :
V(:c,y) S U7 V('Tvy) = (P(.T,y), Q(l’,y)) V('Tvy) = P('Tvy)el + Q(l’,y)€2

Ecriture globale :
V=(PQ)

Particularité : en euclidien seulement avec une base orthonormée :
Y(z,y) € U, Y(h, k) € R?, (V(x,y) | (h, k)) = P(z,y)h+ Q(x,y)k
Définition 2 : V est champ de gradients si :
3f € CYU,R) | V = gradf

Définition 3 : f est alors un potentiel scalaire de V. On dit que V' dérive du potentiel
scalaire f.

Définition 5 : Si V = (P, Q, R) est un champ de vecteurs de R? :

rolV = <8' 0 a-) A (P,Q, R)

dx’ 9y’ 0z
0Q _op
oxr Oy
Equivalence : w = Pdx 4+ Qdy + Rdz est fermée si et seulement si
rolV = 0

Définition : intégrale curviligne (circulation) : Soit w une forme différentielle de classe C*
sur un ouvert U de R? (w = Pdx+Qdy) ou encore soit Ve C'(U,R?) ou ¥(z,y) € U, 7(3:, y) =
(P(z,y),Q(z,y)) i.e. soit V un champ de vecteurs de classe C*. Soit I' = (J, f) un arc paramétré
J — U On

de classe C' dont le support est inclus dans U et J = [a,b] i.e. f: {
pp [a, b] f AN (:L’(t),y(t))

appelle :
e intégrale curviligne de w le long de I

e circulation du champ de vecteurs 7 le long de T’

le nombre I noté /w = /P(x, y)dz + Q(x,y)dy égale a :
r r

[ (Pt u0)a'0) + Qo) v/ ) d

Ou encore :

= / V (2(t), y(0) (1), ' (£)) dt

I:/ w(z(t),y(t)) (2'(t), y'(t))dt
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Proposition : Si w est exacte (i.e. si 7 est un champ de gradients), si I" est un arc paramtré

d’origine A et d’extrémité B, en notant f une primitive de w (i.e. un potentiel scalaire de 7),
[ dr=5B) - 1)
AB
Théoréme 1 : Toute forme différentiable exacte est fermée.

Définition : ouvert étoilé Soit U un ouvert. Il est dit étoilé si :

daeU /VbeU, [ab) CU

Théoréme : théoréme de Poincaré : Soit U un ouvert étoilé de R? (ou R™). Soit w une
forme différentielle de classe C! définie sur U. Si w est fermée, alors elle est exacte.

Théoréme : théoréme de Green-Riemann : Soit U un ouvert de R% Soit K une partie
élemntaire de R? telle que K C U. K est notamment compact. Soit I' un arc paramétré dont le
support (arc géométrique) est la frontiére de K. On suppose que K est parcouru dans le sens
trigonométrique (noté I't). Soit w = Pdx + Qdy une forme différentielle de classe C'. Alors :

foo (5 -5)
/F Pd:c+Qdy—//(@—a—P) drdy

Application : aire d’un secteur polaire: A = {(r,0) e R* / 6 <0 <0 et 0<r < p(6)}
ot C est la courbe d’équation polaire r = p(6).

Ou encore :

01
A(A) = % /0 p(60)2d0

19.6 Surface et courbes de 1’espace

Divers modes de définition d’une surface de I’espace :
Courbes de &, : cartésienne : y = f(x);
r = X(t) 7 { UCR — R?
y=Y(t) "’ t = 7
implicite : F(z,y) =0;
Surfaces de &; : cartésienne : z = f(x,y);
paramétrique : z; if((%) , ? : { UCR® — R’ ;
AN (rs) = F0s)
implicite : F(z,y,z) =0.

paramétrique : {

Les fonctions f, 7 et F sont supposées de classe C.
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Droites et plans tangents :

droite tangente 7 : cartésienne : y = f(x) + (v — zo) f'(x0), (f,(l )) dirige 7o ;

Zo

— /
paramétrique : ¢ (ty) = <§/(,<(t ;) dirige 7o ;
. or oF (20, Yo)
implicite : — (20, y0)(z — o) + — (0, y0)(y — yo) = 0, 7 = gfw est orth-
O %y 8—(1’0, Yo)

gonal & 7y ;

plan tangent P, au point M, de S : cartésienne : y = f(x¢)+

1 0
w), U = of 0 ot W= of 1 dirigent Py ;
%(950,?/0) 8—y($o,y0)

X

7“0,80 _ 7”0,50

723

E(TO,SO) g(To,

3 )
paramétrique : (ro,s0) | et W = (ro,s0) | dirigent Py ;
50)

=

Sk

(20, %0)(y — Yo) + g—f(%,yo)(z —z) = 0,

OF
" (l’o, ?/0)
9F

a—(azo, yo) | est orthgonal & P, ;
0
@(3707 Yo)

Position de la courbe par rapport a la tangente : Si f € &(U,R),
o si f"(zg) > 0, alors f est convexe au voisinage de xy donc sa courbe représentative est au
dessus de T ;
e si f"(xg) <0, alors f est concave au voisinage de zy donc sa courbe représentative est en
dessous de T ;

e si f"(z9) =0, il faut faire un développement limité d’ordre supérieur a 2.

Position de la surface par rapport au plan tangent P en (zg,y) : Si S : f(x,y).
Soit :
82 82 82
r= a—x:é.(anyO) = 83:8fy (0, Yo) t= a—ngc(ﬂfoayo)

sirt —s? >0 avec r > 0, Sy est au dessus de P;

sirt —s* >0 avec r <0, Sy est en dessous de P

sirt — s* <0, le plan P traverse la surface : point selle;
si rt — s =0, on ne peut pas conclure.
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Chapitre 20

Equations différentielles non linéaires

20.1 Equations différentielles du 1°* ordre

Objet : On s’interesse aux équations différentielles du type (résolu) =’ = f(t,x) ou [ €
C'(U,R) avec U un ouvert de R*.

Définition : Soit f € C*(U,R) et (E) : 2’ = f(t,x). Une solution de (E) est une fonction
¢ J — R dérivable avec J un intervalle de R telle que :

Ve J, (t,p(t) €U et ¢ (t) = f(t, (1))
Conséquence : Puisque Vi € J, (t, gp(t)) el, C,CU.

Définition : probléme de Cauchy : On appelle probléme de Cauchy un probléme du type :

¥ = f(tx)
{ x(tg) = o ou (to,z9) € U

Définition : solution maximale : On appelle solution maximale de (E) toute solution
¢ :J = R de (F) pour laquelle il n’existe pas de solution ¢ : K — R de (F) tel que K 2 J
avec @[, = @.

Théoréme 1 : théoréme de Cauchy-Lipschitz : existence et unicité locale : Le pro-

I N 1
bléme de Cauchy { v = f(tz) on f € C(U,R) , U ouvert de R? admet une seule solution ¢

ZL‘(to) = Xy ol (t0,$’0) elU
définie sur un intervalle ouvert J contenant t.
Et si ¥ est une autre solution définie sur un intervalle ouvert K contenant tg, alors :

Vi€ JNK, o(t) = ¥(t)

Propriété 1 : Si on peut prolonger ¢ en ¢ sur J =]a,b] (i.e.si @ : J — R est solution de (F)
avec J non ouvert), alors il existe une solution ¢; : K — R avec K Dla,b], K étant ouvert.

Propriété 2 : Siy :|a, b[— R est solution de (E) et lilgl ©(t) = l existe dans R et si (b,1) € U,
t—b—

en posant ¢(b) = [, on obtient une solution ¢ :]Ja,b] — R. On peut d’ailleur la prolonger en
¢1 :Ja, b+ e[— R par la propriété 1.

Propriété 3 : Toute fonction ¢ :]a, b|— R solution de (E) est de classe C*.
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Théoréme 2 : théoréme de Cauchy-Lipschitz : existence et solution maximale : Le

. 2’ = f(t,x) on f € CY(U,R) 2 . 1
probléme de Cauchy { (to) = 0 ott (tg,0) € U U ouvert de R ou f € C'(U,R) admet

une et une seule solution maxiamle. Par ailleurs, son ensemble de définition est ouvert.

Propriété des courbes intégrales : Il existe une unique courbe intégrale maximale passant
par (to, xo). Les limites de la courbes sont des points de la frontiére.

20.2 Equations différentielles a variables séparables
Définition : Il s’agit d’équations différentielles du type :
t
0

g9(x)

ott f € CYI,R) et g € C'(JRY).
Remarque : les équations différentielles & variables séparables relévent des théorémes de Cauchy-
Lipschitz.

20.3 Systémes autonomes

Définition : On appelle systéme autonome tout systéme différentiels de la forme :

{ = flx,y)
y = g(z,y)

ot f,g € C*(U,R) avec U ouvert de R

Proposition : i}ranslation dans le temps Soit ? : I — U une solution du systéme
autonome. Soit I'y : @ + I — U définie par :

%
Vica+1, Ty(t) = ?(t —a)
— . .
Alors I', est aussi solution du systéme autonome.

Résultats fondamentaux : FEn extrapolant le théoréme de Cauchy-Lipschitz, on obtient :
e existence et « unicité » d’une solution locale ;

e existence et unicité d'une solution maximale si on a posé une condition initiale { ‘;gz)) i 500 .
Etude d’un systéme autonome :
1. étude géométrique (ici, seul 'arc géométrique nous interesse)
(a) recherche des points stationnaires :
on résout { f (0, 40) =0 . L’arc paramétreé T : { R = U est une solution
9(wo,y0) =0 t = (20,%0)

évidente.
Conséquence théorique : soit I' un autre arc solution i.e. un arc non constant, alors
I" est régulier;
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(b) recherche d’une « intégrale premiére » du champ de vecteurs ‘_} :
on cherche F' : U — R telle que gradF L V= (f(z,9)g(z,y)) ie. telle que :

V(z,y) €U, g—f(x,y) x flz,y) + %(x,y) x g(r,y) =0

Apreés avoir trouvé une telle fonction F', on obtient que I'arc est porté par la courbe
d’équation implicite F'(z,y) = k i.e. la ligne de niveau de la fonction z = f(x,y);

2. déterminer « la loi horaire » i.e. de quelle maniére ’arc est parcouru en fonction du temps :

r=X(u) u=U@?" B = X(U®)
{ y=7Y(u) enre;ﬂi)igant ut)=...— { y:Y((U(t))) = ?@)

dans le systéme

C:F(x,y)=k—
équation implicite
paramétrisation
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