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1 Formes bilinéaires et formes quadratiques

K désigne R ou C.

Définition : forme bilinéaire symétrique : Soit F un K-espace vectoriel normé. Soit
®: F x E— K. ® est une forme bilinéaire si :

1. Vue E, o(u,.): { UE:Q]}{(U v) est linéaire ;
2. Yve E, O(,v): { f:qﬂ){(u v) est linéaire.

Si de plus, V(u,v) € E x E, ®(u,v) = ®(v,u),  est dite symétrique.

Structure : Soit BL(E) = {® : E x E — K tel que ® bilinéaire} 'ensemble des formes
bilinéaires.

Soit BL,(E) = {® € BL(E) tel que ® symétrique} 'ensemble des formes bilinéaires symétrique.
(BL(E),+,-) est un K-espace vectoriel.

(BLs(E),+,-) est un K-espace vectoriel.

Représentation polynomiale en dimension finie : Soit £ un K-espace vectoriel de di-

mension finie de base (ey,...,e,) = B. Soit (x,y) € E x E. Ainsi, z = inei et y = Zyjej.
i=1 j=1
Si ® est une forme bilinéaire et V(i, j) € [1,n]?, a;; = ®(e;, ¢5),

O(z,y) = D iz

1<i,5<n

Définition : Soit ® € BL(F) ou E est de dimension finie, de base B = (ey,...,e,). Soit
A = (®(ei, €)))1<ij<n € Mu(R).

A est appelé la matrice de la forme bilinéaire ® dans la base B, et noté A = Mpg(P).

Soit (z,y) € E' x E. Ainsi; x = inei et y = Zyjej.

i=1 j=1

(@(,y) = ‘X-A-Y

BL(E) — M,(K)

est un isomorphisme.
@ — Mg(p) P

Structure : VU : {



Conséquence : Soit 4,B € M,(K). SiVX,Y € M,1(K), ‘X -A-Y = 'X.B.Y alors
nécéssairement A = B.

Effet d’un changement de base : Soit B’ une autre base de E. Soit P = Pass(B,B’). Soit
x,y € FE dont les vecteurs colonnes associés (vecteurs de leur coordonées) relativement aux
bases B et B sont X, X" et Y, Y".

X A-Y='X'-('P-A-P)-Y

B="'P-A.-P

Définition : Deux matrices A et B € M,,(K) sont dites congruentes s’il existe P € GL,(K)
telle que B= 'P-A- P.

Proposition : Soit ® € BL(E). Soit A € Mg(P) € M,,(K) ot B est une base de E.

[® est symétrique] < [A est symétrique]

Complément sur les matrices : On note S, (K) = {M € M, (K)/ ‘M = M} I'ensemble

. . . . . nn+1
des matrices symétrlques C’est un sous-espace vectoriel de M, (K) et est de dimension g

On note A,(K) = {M € M,(K)/ ‘M = —M} I'ensemble des matrices antisymétriques. C’est

n(n —1
un sous-espace vectoriel de M,,(K) et est de dimension g

M, (K) = S, (K) @ A, (K)

Forme polynomiale particuliére aux formes bilinéaires symétriques : Soit ¢ une
n

forme bilinéaire et x,y € E avec x = inei et y = Zyjej, B = (e1,...,e,) étant une base
i=1 j=1
de E. Si ¢ est symétrique,

plr,y) =x=> auzyi+ Y ol + zu)
i=1 1<i<j<n
n(n+ 1)

2 avec n = dim F.

Ainsi, dim BL,(F) =

Définition : forme quadratique : Soit F un espace vectoriel. Soit ¢ : E' — K. On dit que
q est une forme quadratique s’il existe ¢ € BL,(FE) telle que Yu € E, q(u) = p(u,u).
On dira que @ est la forme polaire de q.

Ecriture polynomlale d’une forme quadratique : Soit ¢ une forme quadratique et

x,y € E avec x = szez et y = Zy]ej, = (e1,...,e,) étant une base de F.

=1 7j=1

Q(u Zaux +2 Z QG 5T3Y5

1<i<y<n



Forme quadratique et matrice : La matrice A = Mp(p) = (0 j)1<ij<n Sera aussi appelée

matrice de la forme quadratique. C’est donc la matrice de sa forme polaire. On a alors Vo € E
n I

tel que © = inei, siX=|: | eM,i(K),

(q(z))='X-A-X

Strucuture : L’ensemble des formes quadratiques est noté Q(F).
(Q(E),+, ) est un K-espace vectoriel.

Identité de polarisation :

(@ 1) = 5 (2 + ol — !>~ 1)
(e 9) = 5 (el + 1 = 1z — 911)
(@ 1) = 5 (Il + 9>~ =~ ol)

Théoréme : Soit ¢ une forme quadratique sur E et ¢ sa forme polaire. Alors Vx,y € E,

o(r,y) = 5 (g +y) —q(x) —q(y))

q(z) +q(y) — q(z —y))
(¢(z +y) —q(r —y))

Définition : forme biliénaire symétriques définies positives (K = R) : Une forme
bilinéaire symétrique ¢ sur un R-espace vectoriel (resp. une forme quadratique ¢ sur F) est
dite :

e positive si Vo € E, ¢(x,x) > 0 (resp. q(z) = 0);

e définie positive si de plus, Vo € B, p(x,2) = 0= 2 = 0 (resp. ¢(x) = 0= 2 = 0g).

Théoréme : inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique posi-
tive. Soit ¢ la forme quadratique associée. Alors

Vo,y € B, p(z,y)” < p(z,2) X o(y,y) Le. o(z,y)* < qlz) x q(y)

Si de plus ¢ est définie positive, alors I’égalité a lieu si et seulement si les vecteurs z et y sont
colinéaires.

2 Espaces préhilbertiens réels, produit scalaire

Maintenant, K désigne R.



Définitions : Soit £ un R-espace vectoriel.
e On appelle produit scalaire toute forme bilinéaire symétrique sur E définie postive;
e Lorsque E est muni d’un produit scalaire ¢, le couple (E,¢) (ou plus simplement FE) est
dit préhilbertien réel;
e Si de plus E est de dimension finie, il est dit euclidien.

Notation : 4 partir de maintenant, on préfére a la notation préfixe ¢(z,y) la notation infixe
(x| y) (on trouve aussi < x,y >). On parle alors du produit (. | .) (pour ¢).

Définition : norme euclidienne : Vx € E, on pose ||z||s = /(2 | )

Propriétés :
o lla+yl?* =l + lyll* +2(x | y)
e ¢galités de polarisations :

1

Lo (zly) =5 (= +yl* = l=l* = llv]*)
1

2. ly) =5 (Il + yl* = = = )

1
3. (@ ly) =7 (le+yll” = llz = y[)

Propriété du parallélogramme :

Yo,y € B, oz +yl* + | — ylI* = 2(l|=[* + [ly]*)

Théoréme : inégalité de Cauchy-Schwarz : Soit (F, (.| .)) un espace préhilbertien réel.
Soit ||.]|2 la norme euclidienne associée.

L V(z,y) € E%, [(z | y)l < llz]l > |yl
2. Y(z,y) € B2, [|(z | )| = ||z x llyll] & (2,y) est libre.

Théoréme : inégalité et égalité de Minkowski (E espace préhilbertien réel) :

Vr,y € E, |lz 4yl < =]l + [yl
[z +yll = llzll + lyll] < [z =0g ou3IN € R*/ y = Aa]

3 Orthogonalité

Définitions : Soit E un espace vectoriel préhilbertien réel.
e vecteurs orthogonaux : z,y € E/ (z | y) = 0;
famille orthogonale (e;)ic; € E'/ Vi, j € I/ i #j, (e | ¢j) =0;
famille orthogonale (e;)icr € E'/ Vi,5 €1, (e; | e5) = dij;
sous-espaces vectoriels orthogonaux F' et G tels que V(z,y) € F' x G, (x| y) = 0.

Proposition 1 : Toute famille orthogonale de vecteurs non nuls est libre.

Corollaires :
e Toute famille orthonormale est libre.
e Toute famille orthonormale et génératrice est une base.
e Si dim F = n, toute famille orthonormale de n vecteurs est une base.

4



Proposition 2 : théoréme de Pythagore : Soit £ un espace préhilbertien réel. Si
(7)icp,n) est une famille orthogonale de vecteurs de E, alors

n 2 n
>l =2 llil”
i=1 i=1

Définition : orthogonale d’un sous-espace vectoriel : On appelle orthogonal d’un sous-
espace vectoriel F' de E le sous-espace vectoriel noté F'4 et défini par :

t={veE/VyEF, (z|y) =0}

Propriétés :
1. F* est un sous-espace vectoriel de E.
{0g}* =E  E*+={0g}.
Si G est un sous-espace vectoriel orthogonal a F, alors G C F'*.
F* est, au sens de l'inclusion, le plus grand sous-espace vectoriel orthogonal a F.
Si Fy C Fy, alors Fi- D Fy.
Fc(Frh)*

La somme F + F* est directe.

N O N

Proposition : S’il existe une sous-espace vectoriel G orthogonal & F' tel que G & F = FE,
nécessairement G = F*.
G = F* est appelé le supplémentaire orthogonal de F.

Proposition : projection orthogonale : Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que
F @ F*+ = E. On appelle projection (projecteur) orthogonale de E sur F la projection de F
sur F de direction F*.

Projection sur une droite : Soit a € F, a # 0g et F' = Vect(a). Vx € E, la projection de
x sur I est :
p(z) = (a | z) - a si a est unitaire

(a | z)

p(z) = Tal? - a sinon

Projection sur un sous-espace vecotiel : Soit F' = Vect(ei,...,e,) ol (e;)jepp est
orthogonale de vecteurs non nuls. V& € E, la projection de x sur F' est :

p
p(z) = Z(ei | ) -e; si(eq,...,ep,) est orthonormée.
i=1
" (e | x)
Z ce;si(eg, ..., ep) est orthogonale de vecteurs non nuls.

~ el

Théoréme : Si F posséde un supplémentaire orthogonal (i.e. si F @ F*+ = E) alors :

d(z, F) = ||z — pr(2)|| = d(z, pr(r))

ot pr(x) est le projeté orthogonal de z sur F.



Définition : sommation de sous-espaces vectoriels orthogonaux : On appelle famille
orthogonale (F;);c; de sous-espaces vectoriels toute famille pour la quelle

V(i,j) € I?, sii#j, Fi LF}

Théroéme : Si (Fj)cpipy est une famille orthogonale de sous-espaces vectoriels, alors la
n

somme E F; est une somme directe.

i=1

Théoréme : procédé d’orthogonalisation de Schmidt : Soit (ug,...,u,) une famille
libre d’un espace préhilbertien F.
Il existe une et une seule famille orthonormée (ey, ..., e,) telle que :

1. Vi e [1,p], Vect(e,...,e;) = Vect(uy,...,u;);
2. Vi e[1,p], (e | u;)>0.

Algorithme de construction :
k—1

on pose [ = uy — Z(ei | ur)e; = up — pr—1(ug) et e, =
i=1

i
I full

Théoréme : Soit E un espace préhilbertien réel de dimension quelconque. Soit F' un sous-
espace vectoriel de E de dimension finie de base (e;)1<;<, orthonormeée. Alors :

1. F & F*. Autrement dit, F posséde un supplémentaire orthogonal.
Et par suite
2. (FH*r =F;
P
3. on peut définir la projection orthogonale pr de E sur F et pp(z) = Z(ei | x)e;;
i=1

4. Vz € E, d(z,F) =d(x,pr(x)) = ||z — pr(x)]|.

Théoréme : inégalité de Bessel : Soit (ey,...,e,) une famille orthonormale d'un espace
vectoriel préhilbertien réel, alors :

p
Ve e B, (e | 2)* < ||z
i=1

Complément :
p

)| = Z(ei | 2)? +d(z, F)? avec F = Vect(ey,...,ep)
i=1
4 Espace euclidien
Définition : On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien réel de dimension finie.

Théoréme 1 : Tout espace euclidien posséde une base orthonormée.

Théoréme 2 : Toute famille orthonormale peut-étre complétée en une base orthonormée.



Isomorphisme entre E et R" : Soit F un K-espace vectoriel de dimension n. E est iso-
morphe a R" via :
E— K"

v x:ineiH(xl,...,xn)
i=1
¢ dépend de la base B = (eq, ..., e,) de E choisie.

Isomorphisme entre £ et son dual E* : Soit £ un K-espace vectoriel de dimension n et
E* = L(E,R). E est isomorphe a son dual via :

E — FE*
n E—R
v = Z s o n n
— xr = inei — Z&ixi
i=1 i=1
Autrement dit :
| E—=FE”
la—(al.)
Expression analytique en base orthonormeée du produit scalaire : Soit B = (ey,...,¢€,)

n
une base orthonormée de F un espace vectoriel euclidien. x = E xrie; ety = E Yi€;-
i=1 i=1

Vie[l,n], z; = (e | x)

(z|y) = sz‘yi
i=1

Soit f € L(E) et M = Mp(f) = (aij)i<ij<n
V(i,5) € [Ln]?, ai; = (e; ] f(e)))

n

tr(f)=> (e f(e:))

i=1

5 Espaces préhilbertiens complexes

Définition : forme semi-linéaire : Soit £ un C-espace vectoriel et ¢ : E — C. On dit que
© est une forme semi-linéaire si :

L ¥(z,y) € B, oz +y) =p(x) +oy);
2. Ve e E, Ya € C, p(ax) =ap(z).

Définition : forme sesquilinéaire : Soit E un C-espace vectoriel et & : £ x F — C. On
dit que ® est sesquilinéaire si :

o Vz € E, ®(x,.) est linéaire;

o Vy € E, ®(.,y) est semi-linéaire.



Définition : matrice d’une forme sesquilinéaire : La matrice d’une forme sesquilinéaire
¢ dans une base B = (ey,. .., e,) donnée est :

A= (D(ei e))

1<i,g<n

(@(r.y) = X-A-Y

Définition : forme sesquilinéaire hermitienne : Une forme sesquilinéaire ® est dite her-
mitienne si :

V(z,y) € EX E, ®(y,x) = ®(z,y)

Définition : matrice adjointe : Soit M € M, (C). La matrice "M est appelée la matrice
adjointe de M et est notée M™.

Définition : matrice hermitienne : Une matrice M € M, (C) est dite hermitienne si
*M = M (ou encore si M = M*).

Proposition :  Soit ® une forme sesquilinéaire sur un espace vectoriel de base B = (e, ..., e,).
Soit M = MB(CI)).

® hermitienne < M hermitienne

Propriété : préliminaire : Soient A, B € M,,(C).
[VX,Y € M,1(C), 'X-A-Y="'X-B-Y]| & [A=DB]

Propriété : effet d’'un changement de base : Soit ® une forme sesquilinéaire et deux
bases B et B'. M = Mg(®), M' = Mpg(®), P = Pass(B,B’).

M =''P.M.P

M =P*-M-P

Définition : positivité : Soit & une forme sesquilinéaire hermitienne sur C-espace vectoriel

L.
1. @ est dite positive si Vo € E, ®(z,z) > 0;
2. side plus Vx € E, [®(z,2) = 0] = [z = 0g], elle est dite définie positive.

Définition : (On identifie M, ;(C) avec C") Soit M € M,(C) une matrice hermitienne
(resp. M € S, (R)). M est dite positive si :

VX € C" (resp. R"), "X -M-X >0 (resp. 'X - M- X >0)
M est dite définie positive si
VX € C"\ {0cn} (resp. VX € R"\ {Ogn}), "X -M-X >0 (resp. ‘X - M- X >0)

Définitions : Soit £ un C-espace vectoriel :
1. On appelle produit scalaire (complexe) sur E toute forme sesquilinéaire hermitienne dé-
finie positive.
2. (E,®) est dit préhilbertien complexe s’il est muni d’un produit scalaire ®.
3. Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est dit hermitien.

4. On note alors ||z]| = v/ ®(x,x) (norme hermtienne associée).



Proposition : inégalité de Cauchy-Scwharz : Soit ® une forme sesquilinéaire hermitienne
positive sur un C-espace vectoriel E. Alors :

Va,y € B, |9(z,y)|" < ®(z,2) x D(y,y)
Cas d’égalité : si ® est bien définie positive,

|®(x,y)|* = ®(z,2) X B(y,y) si et seulement si = et y sont colinéaires.

Calcul algébrique utile :

Iz +ylI* = [lzl* + lyll* + 2Re((x | 9))

E —>RT

5 est bien une norme.
z ||z

Proposition : norme : L’application N : {

Proposition : égalité du parallélogramme :
lz +yl* + llz = ylI* = 2 (=l + llyl*)

Polarisation

Re((z 1y) =5 (lz +ylI* = l=* = )

NN NG

Im((x | y)) = 5 (lliz +yl* = ll=]* = llylI*)
(x [ y) = Re((x [ y)) + ilm((x [ y))

Dualité en dimension finie : Un C-espace vectoriel de dimension finie n (dim £ = dim E* =
n) est ismorphe a son dual via :
*
v E= ?
a— (a@l.)

Proposition : orthogonalité : Peu de changement par rapport au cas réel.
e Si F est hermitien et si (eq,...,e,) est une base orthonormée de FE,

xr = Z((ei | z)e; ie. z; = (e; | x) et non pas (z | &)
i=1
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