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CHAPITRE 13 : INTEGRATION SUR UN INTERVALLE
QUELCONQUE : THEORIE

19/1/2012

1 Cas des fonctions a valeurs dans R*

Définition : fonction continue par morceaux sur un intervalle : Une fonction f : I — K
ot (K =R ou C) est dite continue par morceaux sur [ si elle est continue par morceaux sur
chaque segment J C I.

Définition : intégrabilité : Soit f : I — R™ ol [ est un intervalle de R. f est dite intégrable
(ou sommable) sur I si

o feCn(l,RY);
e ct s'il existe M € R™ tel que pour tout segment J C I, /f < M.
J

On appelle alors intégrale de f sur I le nombre :

/f:Sup{/f: Jsegment/JC[}
I J

Définition : suite exhaustive de segments : Soit I un intervalle. On appelle suite ex-
haustive de segments de I toute suite (), .y croissante pour 'inclusion de segments telle que

UQ:L

neN

Propriété : propriété fondamentale : Soit (I,,), .y une suite exhaustive de segments de
I. Soit J un segment inclus dans I. Alors 3ng € N / J C I (et a fortiori, si n > ng, J C I,,).

Théoréme : Soit I un intervalle, soit f € Cy,(I,RT). Soit (I,), oy une suite exhaustive de
segments de 1.

f est intégrable sur I si et seulement si la suite ( /
I

n

f ) converge.
neN

Et alors, / f= lim f.
I In

n—-+o0o

Exemple : « intégrale de Riemann » :

[1,400[— R oo
o : : dt 1
I 1 est intégrable sur [1, +o00[ si et seulement si « > 1 et alors — =
j0,1] =R Lat 1
g: 1 est intégrable sur |0, 1] si et seulement si o < 1 et alors / — =
t— t_c“ 0 te 11—«




Propriété : « linéarité » : Soient f,g € C,,(I,R") et « € R*. Si f et g sont intégrable sur
I, alors af + g est intégrable sur [ et

¢@f+g=aﬂf+lg

Propriété : croissance et comparaison : Soient f, g € C,,(I,R") telles que f < g. Alors
si g est intégrable, alors f est intégrable et

lféﬂg

Propriété : positivité améliorée : Si f € C(I,R"). Si f est intégrable sur I et si /f =0,
I
alors f = 0.

Prorpiété préliminaire : Soit f € C,,(I,RT). Si f est intégrable sur I et si I’ C I alors f
est intégrable sur I’ et
[r<[s
r I

Théoréme : principe de scission :  Soit f € C,,(I,R"), soit ¢ € I. On pose [T = IN[e, +00],
I~ = IN] — oo, ] alors f est intégrable sur I si et seulement si f est intégrable sur IT et sur

I~ et alors
/If=/1+f+ [ 1

Théoréme : principe de comparaison : Soient f,g € Cp([a,b[, RT). Si f(¢) = o(g (1))
t—b~
ou = O (g (1)) ou f(t) ~ g(t) et si g est intégrable sur [a, b[, alors f est aussi intégrable sur
t—b- t—b-
[a, b].

Corollaire : Si f ~ g. f et g seront toutes les deux intégrables ou toutes deux non intégrables.
b

Théoréme : nouvelle caractérisation de I’intégrabilité des fonctions positives : Soit
[a,b[— R

X
X»—)/ F(t)dt = [X}f

ment si F' admet a gauche en b une limite finie et alors

/ab[f—xlgg/ 1)

Proposition : comparaison série intégrale : Soit f € C,,([0, +oo[, R") décroissante sur

f € Cnlla,b],R") Soit F : . [ est intégrable sur [a, b si et seule-

son intervalle de définition. Alors f est intégrable sur [0,+oco[ si et seulement si Z f(n)

neN
converge.



2 (Cas des fonctions a valeurs dans R ou C
Définition : Soit f € C,,(1,K) ot I est un intervalle de R et K =R ou C.

f est dite intégrable si | f| est intégrable.

Proposition : comparaison : Soit f € C,,(I,K), ¢ € C,,(I,R").

Si | f| < ¢ et si @ est intégrable, alors f est intégrable.

Structure : On note £'(I,KK) 'ensemble des fonctions intégrables de I dans K.

(C'(I,K)) est un K-espace vectoriel.
Définitions : Soit f € C,,(I,R). On note f* = Maz(f,0) et f~ = Max(—f,0).

Théoréme : intégrale d’une fonction a valeurs réelles : Soit f € C,,(I,R).

f est intégrable si et seulement si f* et f~ le sont.

Définition :
- [ {
I I I
Théoréme : intégrale d’une fonction a valeurs complexes intégrable : Soit f €
Cm(1,C).
f est intégrable si et seulement si Re(f) et Im(f) le sont.
Définition :

1= [retpy+i [ 1mis)

Proposition : utilisation de suite exhaustive de segments : Soit f € £(I,K) (ie. f
est intégrable). Soit (I,,)nen une suite exhaustive de segments de 1. Alors :

(/ f) converge et /f: lim f
I neN I n—-+oo

Proposition : autre mode de calcul : Soit f € £'([a,b],K) (i.e. f est intégrable). Soit
[a,b[— K

X»—)/ (1) . Alors :

[ rwa= g [ sa

Propriété : linéarité : Si f,g € L'(I,R) et si a € K, alors :

aof +g9g=« + ou encore Int : est linéaire.
/1 [+g /I f /1 g s [ f



Propriété : croissance : SiK=R: Si f,gc L' (I,R)etsi f < g, alors :

/Ifé/lg

Propriété : inégalité : Si f € £'(I,K), alors :

/If‘</llf|

Propriété : bornes : Sia > b, f € L!(]b,a],KK), on pose :

b a
/a F(t)dt = - / swa= [

Propriété : conjugué : Si f € £1(I,C), alors f € L}(I,C) et

7=l

3 Changement de variable

Théoréme 1 : cas d’un segment : Soit f € C,,([a, b],K). Soit ¢ € C'([a, B], [a,b]). Alors :
e(B) B )
[, S [ steng
pla @

Théoréme 2 : cas d’un intervalle : Soit f € C,,(I,K) avec par exemple I = [a,b[. Soit
¢ € CHJ, 1) ou J = [, B] (ou ]B,a]). a = ¢(a) et b = lirﬁn o(t) (ou b = lirgl+ ©(t)) avec ¢
=B~ t—

bijective. Alors :

f € L'([a,b],K) si et seulement si [ (f o) x ¢’ € L([or, B[, K)]
b B
et alors/ f(u)du:/ )’ (t)dt

4 Intégration par partie

Pas de thoéréme au programme de Spé pour 'intégration par partie sur un intervalle.

Théoréme : intégration par partie :
X X b's
/ f(t)dt :/ w(t)v' (t)dt = [u(t)v(t)]X —/ o' (t)v(t)dt

ott X € [a,b], u,v € C'([a,b],K). On note [; = lim u(X)v(X)etl, = lim (u'v)(t)dt.
X—b— X—b~ a
Sily et Iy existent dans R :
e si f >0 :on a alors proubé que f € L([a,b[,R");
e si f <0 : le calcul ne sert & rien sauf si on a montré au préalable que f € £'([a, b[, R).



5 Intégrales « impropres » : attention danger

b
Il est possible que th; / f(t)dt existe (et soit finie) sans que f soit intégrable (mais cela
—b a
n’arrive pas si f > 0).

b
Dans ce cas, on dit (encore parfois) que l'intégrale / f(t)dt « converge » et on note (quand

b x
méme exceptionnellement) / f(t)dt = Xthl / f(t)dt.
a —0 a

On parle d’intégrale « impropre ».
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