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1 Rappels de MPSI et synthése
f:I—->R, ICR:
f est dérivableena € I & FJA€R /VheR [/ (a+h) €1, fla+h)= f(a)+ A-h+o(h)

On note A = f'(a) et df(a) : h— A-h = f'(a) - h.
df(a) € L(R,R), Me, = (f'(a)).

? : { I—R notée <:1:(t))
St (2(t), y(t)) y(t)
? est dérivable en a € I & x et sont dérivable en a

xz(a+ h) = x(a) + ah + hey(h)

@3(@75)€R2/Vh€R/(a+h)€[,{ y(a+h) = y(a) + Bh + hea(h)

On note df (a) € L(R,R?) telle que Me, ¢,(df (a)) = (a).

5
f:U — R ot U est un ouvert de R?. Pour a = (z¢,0) € U,
- ) - - of of
Vh=(h,h:) €R” [ a+heU, flath)=fla)+5"(a) h1+a—y( a) - ha + o([|h])
R*> — R
O te d : 0 0 :
n note df (a) (h17h2)'_>8_£<) h1+8_]yp(a).h2

df(a)eE(R#,R);MCth(df(a)) <8f of )

o) 5

? U — R? ot U est un ¢ ouvert de R?. Soit a = (2, yo). ?(a) = (f1(zo,y0), fo(zo,v0)). Soit
7= (h1, hs) tel que a + 7 eU.

0 06 .
?<xo+hl,yo+h2>?<xo,yo>+(§‘ﬁ() 2 ) () 7 -()
Bz

Fz(fl)‘(;lhz)

Ainsi d?(a) € L(R? R?).



2 Fonctions différentiables

Définition : différentielle Soit f : U — F ou U est un ouvert de E, E et F étant des
R-espaces vectoriel de dimensions finies. Soit a € U.
On dit que f est différentiable en a §'il existe une application ¢ € L(E, F') telle que :

Vhe E [ (a+h) €U, fla+h)= fla)e(h)+o(lhl)

On note df (a) la fonction ¢ : on 'appelle la différentielle de f au pouint a.

Propriété : L’application ¢ définie précédement, si elle existe, est unique.

3 Dérivées partielles

Définition : dérivée selon un vecteur : Soit f: U — F, a € U, U eE / o # Og. Soit
@ | —rr= F (un tel r > 0 existe).
a,u: ’
{ t— fla+t)
n(iée g)

On appelle dérivée de f au point a selon le vecteur @ le nombre D f (a) = gpfhﬁ(O) <aussi 5

Définition : dérivées partielles : Soit f : U — F ou U ouvert de E, E et F' étant deux
R-espaces vectoriels de dimensions finies. Soit a € U. Soit B = (e, ..., ¢,) une base de E.

La dérivées de f en a selon e_]') s’appelle la dérivée partielle d’indice j au point a et est notée
Dj(a), ainsi,

D;(f(a)) = Dg f(a)

0.
Si ' =R? et si B = C,, base canonique de R?, on notera — au lieu de D; f.

Les dérivées partielles en a sont les coordonées de df (a) dans la base duale.

Théoréme : Soit f: U — F, a € U. Si f est différentiable en a, alors f admet selon tout
vecteur « non nul une dérivée égale a :

D~ f(a) = df (a)(W)

Définition : matrice jacobienne : Soit f: U C E — F, a € U. Soient B = (ey,...,¢e,),
(resp. C = (vy,...,vp,) une base de E (resp. une base de F').

On suppose que f admet des dérivées partielles (relativement a ces bases) au point a. On appelle
matrice jacobienne de f au point a relativement aux bases B et C la matrice :

Tse(@) = (Di(£)(@))

27.]

Si E=R%et FF =1RP, sion choisit les bases canoniques, on note :

dfi
Is(ta) = (2(a))
j
ot f; fonction i® coordonnée de f dans (v;)i=1. .
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Proposition : Si f est différentiable au point a, alors Jzc(f)(a) = Mpc (df(a)).

Définition : jacobien : Si f : U C E — F et si a € U, on appelle jacobien de f en a
relativement a la base B de E le déterminant de Jz(f)(a) noté jac(f)(a). En particulier, si

E=R",
jac(f)(a) = det <(§£( ))_ ) ; H(a)

4 Fonctions de classe C!

Définition : Soit f: U C £ — F. Soit B = (e;),=1., une base de E.
On dit que f est de classe C' sur U et on écrit f € C*(U, F) si elle admet des fonctions dérivées
partielles sur U continues i.e. Vj € [1,q], D;f est définie en tout point de U et est continue.

Théoréme : Toute fonction différentiable en a est continue en a.
Théoréme : Tout application de classe C' sur U est différentiable sur U.

Proposition : Si f € C'(U, F), pour tout u € E \ {Og}, la fonction D+ (f) est continue sur
U.
5 Composition de fonctions

Rappel de Sup
® f
o« ICR = J = Rt .SipeD(,J)et f€D(JR),alors (fop) € D(I,R)
H

Lo et o Fle)
et Viel
(fow)(t)= f(p(t) x (t)
e TCR B UCR 5 R gy () (1), F = fog).

Lo el e T(e)
F(0) = S (60) x 2'0) + 5 (46) x ¥ (1)

Remarque : la matrice jacobienne de f au point ¢(t) est : <g—£ (¢(t)) g—‘;j (go(t))) et celle

de ¢ au point ¢ est (¢'(t)) et celle de F = (f o ¢) est :

of of 0
(L) Liewn) < (i)
Le. T(fo)t)=T(f)(e®) x T(p)(t) et ainsi,
d(f o p)(t) = df (¢(t)) o de(t)



VcR: & U C R? R
H

(w,0) = (2(u,0),y(u,v)) f(z,y)
g—f(u,v) = %(Cb(u,v)) X %(u,v) + Z—?J;(CI)(U,U)) X %(u,v)
g—f(u,v) = %(@(u,v)) X %(u,v) + g—;(@(u,v)) X %(u,v)
Remarque :
0 o or, oy % () % ()
F I3 —(u,v) —(u,v
(Gutwe) Grww) = (Geten Goen) =\ " 8y
ou (u,0) ov (u,v)
ie. J(F)(u,v) =J(f)(z,y) x T(P)(u,v) et ainsi,
a(f o ®)(a) = df (B(a)) o d(a)
L, UcRR % R 4 R
(u,v) = D(u,v) — f(q)((u,v)))
oF , 0D
a(u,v) =f (q)(u,v)) X %(u,v)
oF , od
%(u,v) =f (q)(u,v)) X %(u,v)

Remarque :

oF oF / 0P 0P
(a(u,v) %(u,v)) = (f'(2)) x (%(uav) —(u,v))
ie. J(F)(u,v) = T(f)(P(u,v)) x T(P)(u,v) et ainsi,
d(f o ®)(a) = df (®(a)) o d®(a)

Théoréme : Soient f:UCFE -V CFetg:V CF —G.
Si feCl(UV)etgelC(V,G), alors go f € CH(U,G) et

Va €U, d(go f)(a) = (dg(f(a)) ) o (& (a))

Matrice jacobienne de la fonction réciproque : Soit f : U ¢ E - V C E un C'-
difféeomorphisme.

-1

vbeV, df (b) = (df(f*l(b))>
Ts (f7) (b) = (jzs(f) (f1<b))_1

. —1 — 1
I BIEID)




6 Dérivées partielles d’ordre supérieure

Définition : fonction de classe C* : Soit f € C' (U, F), U C E. Soit (e;)j-1., une base de
E. Alors D;(f) = D,,(f) est aussi une application de U dans F'.

Si toutes les fonctions D;(D;(f)), (i,4) € [1,¢]* existent et sont continues, on dit que f est de
classe C? et on note Df](f) = D;(D;(f)).

Définition : fonction de classe C* : Pour k > 2, f est de classe C* si et seulement si f est
de classe C' et Vi € [1,q], Di(f) € C*(U, F).

Théoréme : théoréme de Schwarz : Si f € C*(U, F),
Notamment pour E =R", F =R, si f € C*(U,R),

o (of of
s (1) = (31,

7 Cas des fonctions a valeurs réelles

Définition : Soit f € C'(U,R) oi1 U est un ouvert de £, F étant un espace vectoriel euclidien.
Soit a € U.
L’ unlque vecteur u, tel que df (a) = (u, | .) s’appelle le vecteur gradient de f au point a et est

noté g'rad f(a). N
Ve € E,df(a)(z) = (g'r’adf(a) | :c)

Dans F euclidien muni d’'une base B = (ey, . .., e,) orthonormée :

gradf ZD f(a)-e;ie. mf(a) = (D1 f(a),...,Dypf(a))g

Dans R" muni du produit scalaire usuel, dans la base canonique :

0 0
gradf Z o, -e; i.e. Wif(a) = <8xf (a),..., 8; (a))

2@ = (@ g @) e Min®

W@ =3 g et

R? =

R
(z,y) — [f(z,y)

Application au coordonnées cartésiennes - polaires : Soit f : une

fonction de classe C' sur R?.
Pour p et 6 € R, on pose F(p,0) = f(pcosb, psinf). F est C* sur R avec Vp,0 € R :

° a@—i(p, 0) = cos Ha(p cos B, psin @) + sin 0%@ cos B, psin 0)
° aa—};( ,0) = —psin@%(pcos@,psin@) +pcos€%(pcos€,psin9)



Lemme : Soit U un ouvert convexe de E espace vectoriel normé. Soit f € C'(U,R). Soient
a,be U. Alors :

f(b)—f(a):/o dF (1 = t)a + ) (b — a)dt

Théoréme 1: Soit f € C*(U,R) oi1 U est un ouvert convexe de E, E étant un espace vectoriel
normé de dimension finie. Alors :

Va,b e U, [f(a) = f(b)] < b —all x g\g[gfg](\\\df(a)l|l)

Théoréme 2 : Soit f € C'(U,R) ot U est un ouvert convexe de E, E étant un espace vectoriel
euclidien. Alors :

Va,b € U, |f(b) = f(a)] < b — all x Max (|[grad(f)(@)||)

z€a,b]

Corollaire : Soit f € C*(U,R) ou U est un ouvert de E.

f constante < df =0

Définition : extremum : Soit f: U — R avec F un espace vectoriel normé et U ouvert de
E.
On dit que f admet un maximum (resp. un minimum) local en a € U il existe r > 0 / V& €

B(a,r), f(z) < f(a) (vesp.f(z) = f(a)).

Définition : Soient f € C*(U,R) et a € U. On dit parfois que f présente en a un point
critique (ou extremum potentiel) si :

df(a) =0

Théoréme : Soit f € C'(U,R) avec U un ouvert de E. Soit a € E.
Si f présente en a un extremum local, nécessairement df (a) = 0.

Conséquence : Si f € C'(A,R), avec A non nécessairement ouvert, les extremums de f
sont :

e soit des points de la frontiére ;

e soit des points de A pour lesquels toutes dérivées partielles sont nulles.

Théoréme : Soit f € C*(U,R) ou U est un ouvert de R% Soit (z9,%0) € U. Soit (h,k) €
R? / (20 + h,yo + k) € U. Alors :

0 0
flwo+h,yo+k) = f(xo,y0) + a—i(l’o’yo) ~h+ a—f(ﬂfoayo) k
1 (0*f 2 o°f *f 9 9
+or (@(l’oyyo) -h +an8y(l’07yo) “hk+ a—yQ(iﬁoayo)'k ) + o (|[(h, k)[]?)



0
Théoréme : Soit f € C*(U,R) ott U est un ouvert de R?. Soit (x,yo) € U tel que 8—f(:p0, Yo) =
x

0 :
8—?];(330,3/0) = 0. Soit :

02 f P f 0°f
r= @(m,yo) § = D0y (0, Yo) t= a—yg(%ayO)

1. Sir-t—s®>0, f présente un extremum en (2, yo) :
e sir > (0, c’est un minimum;
e sir <0, c’est un maximum;

2. Sir-t—s*>0, f ne présente pas en (zg,%) un extremum mais présente un point selle.

Equation aux dérivées partielles On cherche & résoudre des équations aux dérivées par-
tielles i.e. chercher les fonctions f € C'(U,R) ol U est un ouvert de R?, qui vérifie une équation
of of

E tant .
(E) comportant f, 9c’ By
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