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1 Rappels de 1™ année
Résolution d’une équation différentielle linéaire de la forme de (F)
(E):y =a(z) -y+bx), a,beC(I,R)
L’ensemble solution de I’équation homogéne associée :
x I =R -
S = {Y L O A € € R, A une primitive de a}
Cas général :
S = IR C € R, A une primitive d y est une solution particuliér
=y 2 §(z) + C - A , A une p ve de a, g est une solution particuliere

Probléme de Cauchy : un théoréme dit de Cauchy énonce I'existence d’une et une seule solution
au probléme suivant :

/_ .
{ y =a(z) -y+0b(z), a,b e C(I,R) Capel o €R

y(7o) = Yo

Résolution d’une équation différentielle linéaire de la forme de (E)
(E) :a(z) -y =bx) - y+c(z), a,b,c e C(I,R)

On se rameéne au premier cas en divisant par a(z) mais il y a un probléme si a s’annule. On
résout alors (E') sur chacun des intervalles ou a ne s’annule pas.

On essaie ensuite de raccorder aux points xy oll a s’annule.

Aux points & probléme, il doit y avoir continuité de la fonction solution, elle doit y étre dérivable
et une fois ces conditions vérifiées, on s’assure que (E’) reste vraie pour z = 0.

2 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Notation
e K désigne R ou C;
e F désigne un espace vectoriel normé de dimension finie (pratiquement, F = R, R? ou R?) ;
e Dans L(F),siu € L(F) et x € F, on note u.z plutdt que u(x).

Comme L(E)x F est bilinéaire, si a € D(I,L(F)) et si ¢ € D(I,F), en notant
(u,z) = u.x
. I - F r_ /
a.p: { Fs a(t).o(t) 7 alors a.p € D(I, F) et (a.p) =d' .o+ a.¢'.



Définition 1 : équation différentielle linéaire du premier ordre : On appelle équation
différentielle linéaire du premier ordre toute équation du type :

(E):2' =ax+1b

owa€cC(I,L(F))etbeC(I,F).

Définition 2 : solution de I’équation différentielle linéaire : Une solution de I’équation
différentielle linéaire (E) est une fonction ¢ € D(I, F) telle que :

Vit eI, ¢'(t) =a(t).p(t) + b(t)

Définition 3 : probléme de Cauchy : On appelle probléme de Cauchy tout probléeme du
type :
{ ¥ =ax+b(F)

owacC(I,L(F)), beC(I,F), tyeletag€EF.

Propriété : Si ¢ est solution de (F) : 2’ = a(t).x +b(t) (o0t a et b sont continues sur I), alors
¢ € CY(I, F). Ainsi, toute solution d’une équation différentielle linéaire du premier ordre est de
classe C'.

Prolongement : si a et b sont de classe C*™ alors ¢ sera de classe C™.

Propriétés algébriques : Notons S 'ensemble solution de (£) une équation différentielle
linéaire du premier ordre et S* ’ensemble solution de I’équation différentielle homogeéne associée.
S = 7 + 8" est un espace affine de méme dimension que 8* avec & une solution particuliére de
(E).

Proposition : principe de superposition : Soient (Fy) : 2’ = a.x+by, (Es) : 2’ = a.x+ by
et (B): 2 =ax+0bl+byet Sy, Sy et S les ensembles solutions associés.
Siz; €S8yetay €Sy, alors :

V(,B) €K a -z +B-2€Sot (E): 2’ =ax+ (a-bl+3-b)

Théoréme : théoréme de Cauchy-Lipschitz : Soit (F) : 2’ = a(t).x + b(t) ou a €
C(I,L(F)), b€ C(I,F) avec F un espace vectoriel normé de dimension finie. Le probléme de
Cauchy :

{(E) T Oﬂtoef,.TOeF

admet une et une seule solution.

Théoréme : Les solutions de 1'équation différentielle linéaire homogene (E*) : 2’ = a(t).x
ot a € C(I,L(F)) constituent un K-espace vectoriel de méme dimension que F i.e. dimS* =
dim F'.

Définition : systéme fondamental de solutions : On appelle systéme fondamental de
solutions de (E*) toute base (@1, ..., p,) ou n = dim F constituées de solution de (E*) : ¢y’ =

a(x).y.



Définition : wronskien : Soient (¢1,...,¢,) une famille de fonction de I a valeurs dans
F un K-espace vectoriel de dimension n de base B. On appelle wronskien de (¢1,...,¢n)
I’application :

I - K
Woit o det(i(®),. ., pul®))
Proposition fondamentale : Soit (¢1,...,@,) n éléments de S* espace solution de (E*) :

2’ = a(t).w ot a € C(I,L(F)). Les trois affirmations suivantes sont équivalentes :
1. (p1,-..,pn) est un systéme fondamental de solutions de S*;

2. Jto €1/ W(pr,....n)(to) #0;
3.Vtel, W(pr,...,on)(t) #0.

Lemme : Soit (¢1,...,®,) un systéme fondamental de solutions de (E*) : 2/ = a(t).z. Soit

p€C(,F),n=dimF. Alors :

3 ()‘i)ie[[l,n]] €C(,K) /p= Z Aipi

i=1

Et de plus, si ¢ € CY(I, F), alors Vi € [1,n], \; € C'(I,K).

Théoréme : Soit (41, ..., ®,) un systéme fondamental de solutions de (E*) : 2’ = a(t).x avec
a € C(I,L(F)). Soit (E) : #' = a(t).x + b(t) ou b € C(I, F). Soient o, ... o0, € C(I,F) / b=

Zai%. Soit ¢ € CY(I, F) et soient A1,..., A, €CYHI,F) / o= Z)\z‘%’-

i=1 i=1

¢ est solution de (E) < Vi € [1,n], X, =«

3 Equations différentielles linéaires a coefficients constants

Plus précisement, dans (F) : 2’ = a(t).x + b(t), a est constante.

Proposition : probléme de Cauchy : La seule solution du probleme de Cauchy

¥ =ax .
{:L’(to):v ounaeL(F), toel, ve F

est Papplication ¢ — exp ((t —tg) - a) .

Théoréme : Soit (E*) : 2’ = a.x ou a € L(F). Soit (vy,...,v,) une famille de n vecteurs de
: R — F
F. Soit ¢; : t — exp(t-a)w

Propriétés : exp :
+oo
e Si (A, +, x,-) est une algebre, Vu € A, expu = Z
n=0
e Sia et b deux éléments de A commutent, exp(a + b) = exp(a) x exp(b) ;
o xp(04 = 14;
o Va € L(F), Y(t,s) € I?, exp ((t+ ) -a) = exp(t-a) oexp(s - a);

H )

3



e exp (Ogr)) = Idp;
o Vae L(F), Vtel, exp(t-a) € GL(F);
o Va € L(F), Yael, aetexp(t-a) commutent.

Proposition : exponentielle de matrice :
e Si A= diag(Ai,...,\), exp(A) = diag(eM, ..., eM);
e Si A est diagonalisable, 3P € GL,(R) / A = P-A - P! avec A diagonale. Alors
exp(A) = P -exp(A) - P!

—

iS]

(t- A"

n!

e Si A est nilpotente d’indice p, exp(t - a) =

S
Il
o

4 Systémes différentiels linéaires

On résout ici X' = A- X + B(t) on A € M, (K), B e C(I,K").

Cas ou A est diagonalisable : Notons )A; les valeurs propres de A et v, leurs vecteurs
propres associés.

p(t) =Y -ty
j=1

© est une solution de (E*) avec (aq,...,a,) € K"
¥ o= + y + 2

Cas ou A est triangulaire : On a un systéme de la forme { 3 = y + 2z que
2 = 2

I’on résout a l'aide de la méthode du pivot de Gauss.

Cas o Card(Sp(4)) = 1 et A non diagonalisable : On cherche une matrice N dépendant
de A tel que N est nilpotente. Il faut ensuite calculer exp(t- A). Les solutions de (E*) s’écrivent :
t—exp(t-A)-vouv=(a,p,7) quelconque.
5 Equations différentielles linéaires (scalaires) d’ordre 2
Définition 1 : Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est une équation du type :
(E):a(t) 2" +b(t) -2’ +c(t) z=d(t)

ou a,b,c,d € C(I,K).
Définition 2 : Une solution de (£) est une fonction ¢ deux fois dérivable de I dans K telle
que :

Vte 1, a(t) - "(t) +b(t) - (1) + c(t) - o(t) = d(t)
Définition 3 : On appelle probléme de Cauchy tout probléme du type :

(E) \
ou ty €, xg,vg € K
{ l’(to) = Ty, l’/(to) = 1o 0 0,70



Proposition : Soit (E) : a(t) - 2" + b(t) - 2’ + ¢(t) - = d(t) avec a,b,c,d € C(I,K). Soit
(E*) : (E) :a(t) - 2" +b(t) - 2’ + ¢(t) - x = 0 'équation homogene associée. Soient S et S* les
espaces solutions respectifs de (E) et (Ex). Alors :

e S* est un K-espace vectoriel ;

e S est ou bien vide ou bien un K-espace affine i.e. 37 € §* / S =7+ S~

Propriété : Si a ne s’annule pas sur I, toute solution de (E) est nécessairement ce classe C?
sur /.

Théoréme : Le probléme de Cauchy :

ORI ORP()
e A"

z(tg) = xo, Z'(to) = vo

admet une et une seule solution.

a(t) ou toEI, .To,UQEK

S - K
oz e (2(to), 2 (o))

Proposition : WV, est un isomorphisme.

Théoréme :
dimS* =2

Définition 4 : On appelle systéme fondamental de solutions toute base (@1, ¢2) de S*.

Définition : wronskien : Soit (E*) : a(t) - 2" + b(t) - 2’ + ¢(t) - = 0 ou a,b,¢,d € C(I,K).
Soit 1, o deux solutions de (E*). On appelle wronskien de (¢, p2) application :
I —- K
)
@1 (1) wa(t)

W(<P17902) : PN

Théoréme : Soit (E*) : a(t) 2" +b(t)-2' +c(t)-x =0o0ua,b,c,d € C(I,K), a ne s’annulant
pas sur I. Alors les trois affirmations suivantes sont équivalentes pour deux solutions ¢1, ps de
(E7) :

1. (1, p2) est un systéme fondamental de solutions;

2. It €1/ Wipr,pa)(ty) #0;
3. Vtel, W(pr,pa) #0.

Recherche de solutions :

recherche de solutions particuliéres de la méme forme que a,b et c;
recherche de solutions développables en série entiére;

recherche par méthode de variation de la constante;

recherche par méthode de variation des constantes.

Méthode de variation de la constante : Une fois une premiére solution ¢ de (E*) trouvé,
on pose x(t) = ¢(t) - z(t). On doit supposer que ¢ ne s’annule pas pour pouvoir écrire réci-

x
proquement z = —. Il faut ensuite reporter dans (). On trouve une équation différentielle
2

du premier ordre en 2’ que 'on résout en posant Z = 2'. Ainsi, z = C - ¢ / U1 + D - ¢ avec
C,DeKet Z=C-.



Méthode de variation des deux constantes : On cherche un systéme fondamental de so-

lutions de (E*) notées (1, ¢2). On cherche alors une solution particuliére Z de (E) sous la forme

)\'1'<P1+X2'<P2=0(>

d(t

)\/ . / )\/ . / — .
1" %1+ Ay s —a(t)

On obtient \] et A, par résolution du systéme de Cramer puis A\; et Ay par recherche de primi-

tive. On a donc l'expression de £ = A - 1 + Ao - 9. D'olt :

_J1 = K ,

T = A1+ Ag- o ot les dérivées de A\ et )y vérifient le systéme :
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