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1 Courbe paramétrée

Vocabulaire :
e on appelle arc paramétré de classe C' du plan toute fonction ? : I — R? ou I est un

intervalle de R et ? € C'(1,R?). On parle souvent de I'arc I' = (I, 7) :

e on appelle support de I'arc I'image de I par ?

e notation : f () = OM(t). Selon le contexte, (x(t),y(t)) représente le point M(t) ou le
vecteur O—]\>4(t)

e on appelle arc simple tout arc paramétré dont 7 est injective;

e on appelle arc simple fermé tout arc paramétré tel que : I = [a,b], f(a)= ?(b) et fluu
est injective;

e paramétrage admissible : soit (I, f) et (J, g) deux arcs paramétrées. On dit que (J, g) est
un paramétrage admissible de classe C* de (I, f) s'il existe un C*-difféomorphisme ¢ de I
sur J tel que f = goy. Une telle application ¢ est appelée un changement de paramétrage

de classe C*. Les deux arcs ont le méme support .
e on appelle point régulier tout point M = ?(t) tel que f'(t) # 0 ;
. . . . . . 7 -
e on appelle point singulier ou stationnaire tout point M = f (t) tel que f'(t) = 0 ;
e on appelle arc régulier tout arc dont tout point est régulier ;
e interprétation cinématique : f'(t) désigne le vecteur vitesse au point M (t), ]ﬁ(t) désigne

le vecteur accélération au point M ().

Tangente : . .
%
e cn point régulier : si M(ty) est tel que f'(ty) # 0, alors f’(ty) dirige la tangente;

N

e en un point singulier : la tangente au point M, = ?(to) est dirigée par f®(ty) ou

zﬁ=Mm{q€N*/ﬁ%%)%0}

x=X(t)
y=Y(t)

Branches infinies : Soit I' = { . Il y a branche infinie au voisinage de ¢y si :

X(t) s +o0 ou Y () = +oo0.

—to

1. X(t) — +ooet Y(t) = b, b € R : asymptote d’équation y = b;
—to

t—to

2. X(t) = a, a€eRet Y(t) - too : asymptote d’équation x = a;
t—to t—to

Y(t
3. X(t) - +ooet Y(t) — 4oo : calculer a = lim Yt :
t—to t—to t—to X ()
(a) a = 400 : branche parabolique de direction asymptotique axe (y'y);

(b) @ =0 : branche parabolique de direction asymptotique I'axe (z'x);



(¢) a € R : calculer b = thr? Y(t)—a-X(1):
—to
i. b = £oo : branche parabolique de direction asymptotique la droite A : y =a-x;

ii. b € R : branche parabolique de direction asymptotique la droite A : y = a-x+b.

Courbes polaires : On étudie des courbes d’équations polaires r = f(0) :

C={MeP/3rb) eR:r=f(0) et (r,0) est un couple de coordonnées polaires de M }

7(0) = F0)20) + 16)3 (0)

Tangente : .
e si M #(0,0) et si f'(0) =0, la tangente est orthogonale au rayon vecteur OM (6);
e si M = (0,0) i.e. s'il existe 6y / M(6y) = (0,0), la tangente en (0,0) a pour angle polaire
6.

Plan d’étude d’une courbe polaire :
1. domaine de définition ;
. analyse des propriétés permettant de reduire le domaine d’étude;

. calculer f'(6), en étudier le signe et faire un tableau de variations;

2

3

4. relever les points particuliers;

5. étude des branches infinies si 39, € R / Gh—>H010 f(f) = £00 en paramétrant la courbe;
6

. tracer la courbe.

Quelques courbes d’équations polaires connues :

b 1
e cercle passant par (0,0), de centre <g, 5) et de rayon 5\/ a?+b%

p(0) =a-cosf+b-sinb

e droite ne passant pas par (0,0) d’équation cartésienne ax + by =1 :

1
0) =
p(6) a-cosf +b-sinf
e conique de parameétre p, d’excentricité e dans le repére orthonormé (O, i, j ) qui sont

les axes de la coniques :

. p
pl0) = 1+ e-cosb

2 Théoréme de relévement

Théoréme : théoréme de relévement : Soif f € C'(I,U) ou I est un intervalle de R et
U le cercle trignométrique de R*. A f est donc associé un arc paramétré dont le support est
inclus dans U. Alors :

30 € CH(I,R) /Vt eI, f(t)=¢P0

et # est unique a une constante 2km pres.



3 Etude métrique d’un arc orienté

On travaille ici dans £ un espace vectoriel euclidien Pratiquement, on se place dans R? muni
du produit scalaire usuel.

Définition : abscisse curviligne : Soit I' = (7, ?) un arc paramétrique régulier de classe
C'. On appelle abscisse curviligne toute fonction S € C*(I,R) telle que :

.
Viel, S'(t) = Hf’(t)”

De telles fonctions existent et sont uniques a une constante preés :

t
S:t|—>/
to

Principe :

1. poser s = S(t) = /
1

0
pour 'abscisse curviligne ;

b=
I (u)” du en ayant choisit ¢y pour que M (ty) soit l'origine (s = 0)

2. calculer S71;

3. poser 7 = 7 oS!

Définition : Une paramétrisation I' = (.J, ') est dite normale si :

~
Vs e J, )g(s)Hzl
Propriété : Si on utilise une abscisse curviligne s = S(¢) pour reparamétrer un arc I' =

(I, ), la paramétrisation obtenue est une paramétrisation normale.

Définition : longueur d’un arc :
e dans le cas d’'une paramétrisation normale : soit I' = (.J, 7) un arc dont la paramétrisation
est normale et ou J = [«, 3] :

(L) = (8 —a)
e dans le cas d'un arc paramétrique régulier : soit I' = (I ,7) de classe C' régulier avec
I=1la,b|:
b=
)y = [ ]| 7o) a
Applications :

e pour une courbe d’équation cartésienne (x € [a, b]) d’équation y = f(x) :

1(C) = /abm + (f'(x))*d

e pour une courbe d’équation polaire r = p(6) avec 6 € [0y, 6;] :

I(c) = / 0 + (0(0))%de

0



Définition 1 : repére de Frénet : On appelle repére de Frénet de arc I' = (I, ?) au point

M le repere (M,?,ﬁ) ou :

cos ()
sin a(s)

%
Définition 2 : courbure : Ja : J — R tel que ¢'(s) = <
tion courbure. a/(s) est la courbure au point M (s) de Parc I' = (.J, ¢) paramétré normalement.

). o' s’appelle la fonc-

Proposition : Au point M (t), la courbure est égale a :

det (F1(0), 7(0))

= 3
|7
Application :
e pour une courbe d’équation cartésienne y = f(x), la courbure = est :
/()

()= ————
(1+ (=)

e pour une courbe polaire d’équation r = p(#), la courbure 7 est :
_20(0) + pl(6)° = p(6) - 7(6)

v(0) 3
(7 (8) + p(6)?)*

4 Théoréme des fonctions implicites

Théoréme : théoréme des fonctions implicites : Soit f € C'(U,R) ott U est un ouvert

de R?. Soit C la courbe d’équation implicite f(z,y) = 0. Soit My = (z0,y0) € C tel que
0

8—f(x0, yo) # 0. Alors il existe : deux intervalles I, J de R tels que I x J C U et une fonction
Y

© € CHI,J) tel que :

V(z,y) € I x J, f(r,y) =0 y=p(x) avec p(x0) = Yo

Et alors :

") — —%(I, (p(l’))

Théoréme : Soit C une courbe d’équation implicite f(z,y) = 0 ot f € C*(U,R). Soit M, =
% _>
(%0, y0) € C tel que gradf(My) # 0. Alors :
e le point Mj est dit « régulier » (définition particuliére poir les courbes définies implicite-
ment) ;
e la tangente en M, est orthogonale a gradf(My) et a donc comme équation :

%(5507190) (= wo) + g—gj(ﬂfoayo) (¥ — yo)



Application aux coniques :

2 2
e tangente a une ellipse — + i 1 en un point (xg, yo) :
a
Ty | YYo
SRy L
T a2 b?
2 2
e tangente & une hyperbole — — i 1 en un point (xg, o) :
a
TTo  YYo
e N L R
T a2 b2

e tangente a une parabole y2 = 2pz en un point (xg, yo) :

T = yyo = p(x + x0)

5 Intégrale curviligne, circulation

Hypothéses : U est un ouvert de R?, f, P,Q € C*(U,R?), P, € C'(U,R").

Définition - écriture : formes différentielles et champ de vecteur :
e Forme différentielle de classe C' sur U :

Définition 1 : )
w:U s L(E,R) = B

Ecriture locale :
V(z,y) € U, w(z,y) = P(z,y)e] + Q(z,y)e;  w(z,y) = Px,y)dr + Q(z,y)dy

Ecriture globale :
w = Pdx + Qdy

Particularité :
Y(z,y) € U, Y(h, k) € R?, w(z,y)(h, k) = P(z,y)h + Q(x,y)k
Définition 2 : w est une forme différentielle exacte si :
3f e CYU,R) | w=df

Définition 3 : f est alors une primitive de w.

Définition 4 : w est une forme différentielle fermée si :

0Q oP

or oy
Définition 4’ : Plus généralement, w = Z P,dx; est fermée si :

op, _op,
8l‘j n 8I‘Z

Vi, J,

e Champ de vecteur défini sur U :



Définition 1 :

Ecriture locale :
V(:c,y) S U7 V('Tvy) = (P(.T,y), Q(l’,y)) V('Tvy) = P('Tvy)el + Q(l’,y)€2

Ecriture globale :
V=(PQ)

Particularité : en euclidien seulement avec une base orthonormée :
Y(z,y) € U, Y(h, k) € R?, (V(x,y) | (h, k)) = P(z,y)h+ Q(x,y)k
Définition 2 : V est champ de gradients si :
3f € C{U,R) | V = gradf

Définition 3 : f est alors un potentiel scalaire de V. On dit que V' dérive du potentiel
scalaire f.

Définition 5 : Si V = (P, Q, R) est un champ de vecteurs de R? :

otV = <8' 0 a-) A(P,Q, R)

dx’ 9y’ 0z
0Q _op
oxr Oy
Equivalence : w = Pdx 4+ Qdy + Rdz est fermée si et seulement si
rolV = 0

Définition : intégrale curviligne (circulation) : Soit w une forme différentielle de classe C*
sur un ouvert U de R? (w = Pdx+Qdy) ou encore soit Ve C'(U,R?) ou ¥(z,y) € U, 7(3:, y) =
(P(z,y),Q(z,y)) i.e. soit V un champ de vecteurs de classe C*. Soit I' = (J, f) un arc paramétré
J — U On

de classe C' dont le support est inclus dans U et J = [a,b] i.e. f: {
pp [a, b] f AN (:L’(t),y(t))

appelle :
e intégrale curviligne de w le long de I

e circulation du champ de vecteurs 7 le long de T’

le nombre I noté /w = /P(x, y)dz + Q(x,y)dy égale a :
r r

[ (Pt u0)a'0) + Qo) v/ ) d

Ou encore :

= / V (2(t), y(0) (1), ' (£)) dt

I:/ w(z(t),y(t)) (2'(t), y'(t))dt



Proposition : Si w est exacte (i.e. si 7 est un champ de gradients), si I" est un arc paramtré

d’origine A et d’extrémité B, en notant f une primitive de w (i.e. un potentiel scalaire de 7),
[ dr=5B) - 1)
AB
Théoréme 1 : Toute forme différentiable exacte est fermée.

Définition : ouvert étoilé Soit U un ouvert. Il est dit étoilé si :

daeU /VbeU, [ab) CU

Théoréme : théoréme de Poincaré : Soit U un ouvert étoilé de R?* (ou R™). Soit w une
forme différentielle de classe C' définie sur U. Si w est fermée, alors elle est exacte.

Théoréme : théoréme de Green-Riemann : Soit U un ouvert de R% Soit K une partie
élemntaire de R? telle que K C U. K est notamment compact. Soit I' un arc paramétré dont le
support (arc géométrique) est la frontiére de K. On suppose que K est parcouru dans le sens
trigonométrique (noté I't). Soit w = Pdx + Qdy une forme différentielle de classe C'. Alors :

foo (5 -5)
/F Pd:c+Qdy—//(@—a—P) drdy

Application : aire d’un secteur polaire: A = {(r,0) e R* / 6 <0 <0 et 0<r < p(6)}
ot C est la courbe d’équation polaire r = p(6).

Ou encore :

01
A(A) = % /0 p(60)2d0

6 Surface et courbes de 1’espace

Divers modes de définition d’une surface de I’espace :
Courbes de &, : cartésienne : y = f(x);
r = X(t) 7 { UCR — R?
y=Y(t) "’ t = 7
implicite : F(z,y) =0;
Surfaces de &; : cartésienne : z = f(x,y);
paramétrique : z; if((%) , ? : { UCR® — R’ ;
AN (rs) = F0s)
implicite : F(z,y,z) =0.

paramétrique : {

Les fonctions f, 7 et F sont supposées de classe C.



Droites et plans tangents :

droite tangente 7 : cartésienne : y = f(x) + (v — zo) f'(x0), (f,(l )) dirige 7o ;

Zo

— /
paramétrique : ¢ (ty) = <§/(,<(t ;) dirige 7o ;
. or oF (20, Yo)
implicite : — (20, y0)(z — o) + — (0, y0)(y — yo) = 0, 7 = gfw est orth-
O %y 8—(1’0, Yo)

gonal & 7y ;

plan tangent P, au point M, de S : cartésienne : y = f(x¢)+

1 0
w), U = of 0 ot W= of 1 dirigent Py ;
%(900,?/0) 8—y($o,y0)

X

7“0,80 _ 7”0,50

723

E(TO,SO) g(To,

3 )
paramétrique : (ro,s0) | et W = (ro,s0) | dirigent Py ;
50)

=

Sk

(20, %0)(y — Yo) + g—f(%,yo)(z —z) = 0,

OF
" (l’o, ?/0)
9F

a—(azo, yo) | est orthgonal & P, ;
0
@(3707 Yo)

Position de la courbe par rapport a la tangente : Si f € &(U,R),
o si f"(zg) > 0, alors f est convexe au voisinage de xy donc sa courbe représentative est au
dessus de T ;
e si f"(xg) <0, alors f est concave au voisinage de zy donc sa courbe représentative est en
dessous de T ;

e si f"(z9) =0, il faut faire un développement limité d’ordre supérieur a 2.

Position de la surface par rapport au plan tangent P en (zg,y) : Si S : f(x,y).
Soit :
82 82 82
r= a—x:é.(anyO) = 83:8fy (0, Yo) t= a—ngc(ﬂfoayo)

sirt —s? >0 avec r > 0, Sy est au dessus de P;

sirt —s* >0 avec r <0, Sy est en dessous de P

sirt — s* <0, le plan P traverse la surface : point selle;
si rt — s =0, on ne peut pas conclure.

o 0
8_£ (o, Yo) (x—xo)Jra—g(ﬂco, Yo) (y—
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