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1 Compléments sur les groupes

Définition : Structure de groupe : Soit G un ensemble et * une loi de composition interne
sur G.
On dit que (G, *) a une structure de groupe lorsque :
e x est une lci sur G ;
e x est associative;
e x admet un élément neutre e € G ;
e tout élément x € G doit admettre un symétrique pour * dans G.
Si de plus, * est commutative, on dira que (G, *) est un groupe commutatif ou abélien.

Caractérisation des sous-groupes : Soit (G, *) un groupen et H C G.
(H, *) sous-groupe de (G, ) si et seulement si :

e loeH

eVeeH, o 'eH

e Vx,yc H xxy € H.
ou

[ J 1G eH

eVeye H xxy e H

Définition / Théoréme : groupe produit : Soit (G, *) et (G', o) deux groupes (resp.
commutatifs).
En définissant dans G x G’ la loi [J par :

V(a,b) € G x G', Y(c,d) € Gx G, (a,b)(c,d) = (a*c,bed)

alors (G x G',0J) est un groupe produit (resp. commutatif).

Définition : sous-goupe engendré : Soit (G, %) un groupe et A une partie de G. On appelle
sous-groupe engendré par A, noté Gr(A), le plus petit sous-groupe (au sens de l'inclusion)
contenant A.

Définition : relation d’équivalence : Soit Z# une relation (binaire) définie sur un ensemble
E. On dit que Z est une relation d’équivalence si elle est :

o réflexive : Va € F, aZa;

e symétrique : V(a,b) € E?, si aZb alors bZa;

e transitive : V(a,b,c) € E®, si a%b et b%c, alors aZc.

Définition : classes d’équivalences : Soit Z une relation d’équivalence sur un ensemble
E. Soit x € E. La classe d’équivalence de z est définie par :

Cl(z) ={y € E | y%x}



Propriétés :

o Cl(z) =Cl(y) & [zZy]

e Y(z,y) € E? ou bien Cl(z) = Cl(y) ou bien Cl(x) N Cl(y) = &

e [’ensemble des classes d’équivalences forme une partition de E, ce qui signifie qu’on
obtient un ensemble de parties de E tel que :
— aucune n’est vide;
— deux disctinctes sont nécessairement disjointes ;
— leur réunion est égale a E.

Définition : relation de congruence modulo n (n € N) :  On définit sur Z la relation de
congruence modulo n par : V(a,b) € Z* : a = bjn] < n|(a —b) < Ik € Z/a = b+ kn.

Définition : L’ensemble des classes d’équivalence s’appelle ’ensemble quotient de E par #
et est noté E/Z%.

Proposition préliminaire : Soit a,b € Z, soit n € N. Si a = d'[n] et b = V[n], alors
a+b=d +Vn]

Définition : Soient @,b € Z/nZ. a® b= a + b.
Théoréme : (Z/nZ,+) est un groupe commutatif.

Propriétés :
° Iest toujours générateur de Z/nZ. B _
e k est toujours générateur de Z/nZ < 1 € Gr (k:) & Ju € Z tel que 1 = uk.

Théoréme : Soient n € N et k € Z. [k est générateur de Z/nZ] < [k An = 1].
Lemme fondamental : Les sous-groupes de 7Z s’écrivent de la forme nZ ot n € N.

Théoréme : Soit (G, ) un groupe de neutre e. Soit a € G. Soit Gr(a) le groupe engendré
par a (des puissances de a). Alors :
e ou bien Gr(a) ~ Z : on dit que a est d’ordre infini.
— Card (Gr(a)) = o0;
—a"=esn=0;
~ Gr(a)={...,a % a " e,ad",a* ..}
e ou bien Gr(a) ~ Z/nZ avec n € N* : on dit que a est d’ordre n.
— Card (Gr(a)) =n;
~ n=Min ({k € N*/a" =0});
— Gr(a) = {e,al,aQ, . .,a”li.

Groupes monogéne, cyclique : Un groupe G est dit :
e monogene s'il existe a € G tel que G = Gr(a);
e cyclique s’il est monogéne et fini.



2 Compléments sur les anneaux

Définition : anneau : Soit A un ensemble et @ et * deux lois de composition interne sur A.
On dit que (A, @, *) a une structure d’anneau lorsque :

(A, ®) est un groupe commutatif;

x est associative;

x admet un élément neutre;

x est distributive par rapport & & : Va,y,z € A, o x (ydz2) = (xxy) & (x x 2) et
(y@z)xx=(yxx) P (zxx).

Si de plus * est commutative, on dit que (A, @, *) est un anneau commutatif.

Proposition : caractérisation des sous-anneaux : Soit (4, +,-) un anneau et A’ C A.
(A',+,-) sous-anneau de (A, +,-) si et seulement si :

e 1,€ A/;

o Va,be A,

l.a+(=b) e A,
2. a-bec A.

Morphisme d’anneau : Soit (A, +,) et (4, ®,®) deux anneaux. Soit f : A — A’ une
application. On dit que f est un morphisme de lanneau (A,+,-) dans anneau (A’ ®, ®)
lorsque :

o f(la)=1u;

e Va,be A,

L fla+0b) = f(a)® f(b);
2. fla-b) = f(a) ® f(b).

Théoréme : Soit (A, +, X) un anneau.
Soit. A* I'ensemble des éléments inversibles i.e. «  inversible »<> 37" € Atel que x x 2’ =14 =
2’ x z, alors (A*, X) est un groupe appelé groupe des inversibles.

Définition : idéal d’un anneau commutatif : Soit (A4, +, x) un anneau commutatif.
Soit Z une partie de A. On dit que Z est idéal de A si :

e (Z,+) est un sous-groupe de (A, +);

o «sur-stabilité» :Va € A, Ve €I, axx € 1.
Propriété : [Z = A] < [14 € Z].

Définition : notion de divisibilité : Soit (A, +, X) un anneau commutatif. Soient a,b € A.
On dit que b divise a ou que a est un multiple de b que 1'on écrit bla lorsque : Ik € A tel que
a =b x k ou encore a € bA.

Propriété : Soient a et b deux éléments d'un anneau A. bla < aA C bA.

Propriété : noyau d’un morphisme d’anneau : Soit ® un morphisme d’anneau de A vers
A'. Soit Ker ® ={x € A/ ®(x) =04}. Alors Ker ® est un idéal de 'anneau A.



Proposition : intersection et somme de deux idéaux : Soient Z et J deux idéaux d’un
anneau A. Alors :
e 7N J est un idéal de A. C’est le plus grand idéal (au sens de l'inclusion) inclus dans 7
et dans J.
e 7+ J ={{a+b/acZbe J} est un idéal de A, c’est le plus petit idéal (au sens de
I'inclusion) contenant a la fois Z et J et doonc ZU J.

Application 1 : arithmétique dans Z :

: .| meN
PPCM : m = PPCM(a,b) = aV b si et seulement si 7 — aZ. A bZ
PGCD : d = PGCD(a,b) = a A b si et seulement si deN
’ dZ. = aZ. + bZ

Application 2 : arithmétique dans K[X] :

Théoréme de base : Les seuls idéaux de K[X] s’écrivent, avec P € K[X] :
P-K[X]={PxA/AcKX]} = (P)

PPCM :
e siA=0ouB=0,1le PPCM de A et BestO;
e sinon, M = AV B est 'unique polynéme unitaire tel que (A) N (B) = (M).

Ceci traduit que VP € K[X], { gh]; < (AvV B)|P.

PGCD :

esiA=0et B=0,le PGCD de A et Best 0;
e sinon, D = A A B est 'unique polynéme unitaire tel que (A) + (B) = (D).

Ceci traduit que VA € K[X], { ﬁlg < Al(AV B).
Compatibilité de la loi x avec la relation de congruence :

Propriété : Soit n € N, V(a,b,c,d) € Z*. Si a = b[n] et ¢ = d[n], alors a x ¢ = b x d[n).
Corolaire : Soit n € N. Soient (a,b) € Z? et k € Z. Si a = b[n], alors a* = b¥[n).

Conséquence : On n’a donc aucun probléme & définir dans Z/nZ a® b = a x b.

a = blm]
Autre propriété intéressante : | a = b[n] = [a=b[mn]]
mAn=1

Théoréme : éléments inversibles de Z/nZ pour x :

[k est inversible dans Z/nZ pour x | < [k An =1]

Théoréme : anneau (Z/nZ,+, x) : (Z/nZ,+, x) est un anneau commutatif.
e Il est intégre si n € PU{0}.
e (C’est un corps si n € P.

Définition : la fonction indicatrice d’Euler : On appelle fonction indicatrice d’Euler la
fonction @ : N — N définie par : Vn € N, ®(n) = Card ((Z/nZ)").



Théoréme : théoréme de factorisation : Soit ¥ un morphsime d’anneau de Z sur A.
Soit Ker ¥ = nZ (puisque c’est un sous-groupe de (Z,+) / un idéal de (Z,+, x)). Soit S :
{ %:EZ/HZ . Alors il existe un morphisme U tel que U Z/nZ — Aet U= Uo S.

Application 1 : caractéristique d’un corps :

Définition : caractéristique d’un corps : La caractéristique d’un corps K est :
e ¢galeaOsiVmeZ m-1xg & m=20;
o égale & Min{m € N*|m - 1x = O} sinon.
, . 7 — K
C’est aussi le nombre ¢ tel que Ker ¥ = gZ pour V : .
m—m-1lg
Propriétés :
1. Si K est un corps de caractéristique ¢, Vn € Z, m-1x = 0 & m € qZ, m € Ker U

2. 81q#0,qeP.

Application 2 : théoréme chinois : Soient m,n € N tels que m An = 1, (a,b) € Z*. Le
r = a[m]
x = b[n]
xo. L’ensemble des solutions est alors S = xy + (mn)Z.

systeme d’équation { ou x est une inconnue entiére admet au moins une solution
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