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1 Familles génératrices, libres, bases

Définition 1 : Soit (\;);cr une famille de scalaires (éléments d'un corps K).
e On dit que c’est une famille de scalaire presque tous nuls si tous les scalaires sont nuls
sauf un nombre fini d’entre eux.
e L’ensemble I' = {i € I|)\; # 0} est appelé le support de la famille (\;);c;.

Définition 2 : Soit (u;);e; une famille quelconque de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. On
appelle combinaison linéaire de la famille de vecteurs (u;);e; tout vecteur u € E qui s’écrit
u = Z Aitt; o (A;);er est une famille de scalaires presque tous nuls.

iel

Définition 3 : Soit (z;);c; une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E.

1. (x;)ier est dite génératrice si tout vecteur de E s’écrit comme combinaison linéaire de
vecteurs de la famille (z;)icr i.e. Vo € E, 3(2;)ier € K! presque tous nuls tels que x =
n

Z Aiz; ou encore I(iy,...,0,) € I" tel que z = Z i, T -
iel j=1

2. (24)ier est dite libre - les x; sont linéairement indépendants - si la seule combinaison
linéaire des x; égale au vecteur nul est celle pour laquelle tous les coefficients sont nuls

i.e. V(\i)ier € K presque tous nuls, [Z T = OE] = [Vie I, \;=0].
il
3. (2;)ier est dite liée - les x; sont linéairement dépendants - si elle n’est pas libre.
4. C’est une base si elle est a la fois génératrice et libre.

Propriété importante : Si B est une base de E, tout vecteur de E s’écrit de maniére unique
comme combinaison linéaire de vecteurs de B.

Quelques rappels de la dimension fini :
e Un espace vectoriel de dimension fini est un espace vectoriel admettant une famille géné-
ratrice finie.
e Théoréeme fondamental : dans un espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases ont
le méme nombre d’éléments, appelée la dimension de E noté dimx E = n.
Si G est génératrice, Card(G) = n.
Si L est libre, Card(L) < n.
Si B est libre ou génératrice, et si Card(B) = n alors B est une base.
Si Card(L) > n, L est lice.
Si Card(L) < n, L n’est pas génératrice donc Vect(L) # E.

e Théoréme de la base incompléte : si L est libre et si Card(L) = p < n, il existe un (n —p)
vecteurs Uy,—_p, . . ., Uy, tels que LQ(u,_y, ..., u,) (concaténation) sera une base de E.



Proposition : Soit B = (¢;);c; une base de E. Soit F = (f;);c; une famille de vecteurs de F.
Alors

e il existe une et une seule application ¢ : E — F telle que Vi € I, ¢(e;) = fi;

e ¢ bijective < (f;)ies est une base de F.

Proposition : espace vectoriel produit : Soit (E, +,-) et (F,®, o) deux K-espaces vecto-
riels. On définit sur le produit £ x F'

e une addition : ¥(z,v), (z/,y) € (E x F)?, (z,y) B (2',¢y) = (z + 2",y Dy);

e un produit externe : V(z,y) € E X F,Va € K, a® (z,y) = (a-z,a 0 y).
Alors (E x F,H,®) est un K-espace vectoriel. De plus, si F et F sont de dimension finie,
dim(E x F') = dim E + dim F.

Geénéralisation : Si (E;)cpn) est une famille de K-espaces vectoriels de dimension finie,

H FE; est un K-espace vectoriel de dimension finie avec dim <H EZ> = Z dim F;.
i=1

i=1 i=1

2 Structure d’algébre

Définition 1 : Soit A un ensemble, + et x deux lois de compositions internes sur A et - une
loi de composition externe sur A. Si

1. (A, +, X) est un anneau (resp. commutatif, resp. intégre) ;
2. (A, +, ") est un K-espace vectoriel (K étant un coprs) ;
3. Vae K Vr,ye A,a-(zxy)=(a-z)xy=xX (a-y)

On dit que (A, +, X, -) est une K-algébre (resp. commutative, resp. intégre).

Définition 2 : Soit (4, +, X, ) une algébre. On dit que (A’, +, X, ) est sous algebre de A si
A est a la fois un sous-anneau et un sous-espace vectoriel de A. Autrement dit :
e ACA;
o Vz,y € A Va € K,
l.o+ye A,
2. axyeA;
3. a-ye A
e 1,€ A

Définition 3 : Soit ¢ : A — B ou A et B sont deux K-algébres. On dit que ¢ est un mor-
phisme d’algébre si c’est a la fois un morphisme d’anneau et une application linéaire. Autrement
dit : Vo,y € A,Va € K,

* o(r+y)=p)+ey);
e p(x xy)=p(r)Xpy);
* pla-x)=a-p();

[ 80(1,4):1,4/

3 Somme et somme directe de sous-espace vectoriel

Rappels de Sup sur la somme de sous-expaces vectoriels : Si F' et (G sont deux sous-
espace vectoriels de F/,



e "N G est un sous-espace vectoriel de £ (mais non F'U G a priori) ;

e F+G={z+y/ (z,y) € F x G} est un sous-espace vectoriel, le plus petit sous-espace
vectoriel contenant F' et G et donc F' UG ;

e '+ G est une somme directe si F NG = {0g} (attention : faux & partir de 3 sous-espaces
vectoriels) ;

e [/ = FdGie. F et G sont supplémentaires < { ?Eéji {%E} { %ﬁg; ({1102}17 +dim G

Définition 1 : somme de n sous-epsaces vectoriels : Soient (Ei)ie[[l,nﬂ une famille de n
sous-espaces vectoriels de E. On appelle somme de ces sous-espaces vectoriels le sous-espace

vectoriel ZEZ = {le /Vie[l,n],x; € EZ}
i=0 i=1

n

Définition 2 : La somme E E; des n sous-espaces vectoriels E; est dite directe si elle vérifie
i=1
I'une des deux propriétés équivalentes suivantes :

L Y(z1,...,2,) € HE“ si sz = 0p alors Vi € [1,n],z; = 0g;
i=1

=1

2. Vo € zn:Ei, Mxy,...,z,) € ﬁEZ tel que x = zn:xl
i=1 i=1 i=1

Théoréme 1 : Soit (F;);c[i,n) une famille de n sous-espaces vectoriels.

[La somme Z E; est directe ] & [dim (Z EZ> = Z (dim E;)
i=1

i=1 i=1

n

Théoréme 2 : Soient Fi,...,FE, n sous-espaces vectoriels de E. Si la somme @E, est

i=1
directe,

dim F = i dim F;

i=1

=

E = éE,
i=1

Rappels de Sup sur les projecteurs : Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels supplé-
mentaires de E' i.e. F® G = E. Ainsi, Ve € F, I(y,2) € F x G tel que x =y + 2.

e Projection de F sur F' de direction G : p: E—=E :
T=yYy+zr—=y

e Projection de F sur G de direction F' : q : E—E :
T=Y+zrrz

o [pc L(E) et pop=p] < [pest un projecteur];

® poq=0cm =qop p+q=Idg;

Imp=F Ker p=GaG.

Définition : Soit n sous-espaces vectoriels de E tels que F = @ E; (). La projection de E
i=1

n
sur F; relativement a la décomposition (%) est la projection de E sur E; de direction @ E;.

i=1
i#£]



Autrement dit, p: i )
’ T = T > X
i=1

Propriétés :
e p; € L(E) et p; o p; = pj. p; est donc un projecteur;
esii#j, piop;=0gm =pjopi;

[ ij I[dE,
i=1

o Imp; =FE; Ke'r’pj:@Ei.

=
4 Noyau et image d’une application linéaire :

H—Imf

Théoréme 1 : Soit f € L(E, F'), H sous-espace vectoriel de E. Soit } : { hs f(R)

f est un isomorphisme si et seulement si H est un supplémentaire de Ker f.

Théoréme 2 : théoréme du rang : Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, F' un
K-espace vectoriel. Soit f € L(E, F).
Alors Im f est de dimension finie et dim E = dim(Im f) + dim(Ker f).

Théoréme 3 : Si F et F sont deux espaces vectoriels de méme dimension finie n et si
fe LB F),
f isomorphisme < rg(f) =n < f surjective & Ker f = {0g} < f injective.

Lemme : Si G et H sont deux supplémentaires d’'un méme sous-espace vectoriel F', alors ils
ont méme dimension.

Définition : Si un sous-espace vectoriel F' de F admet un supplémentaire G de dimension
finie, on appelle codimension de F' la dimension de G noté codim F'.
Si E=F®G, codim F'=dimG.

Théoréme du rang généralisé : Soient E et ' deux K-espaces vectoriels dont 'un au
moins est de dimension finie. Soit f € L(E, F). Alors

e Im f est de dimension finie;

e Ker f est de codimension finie;

e codim (Ker f)=dim(Im f).

Théoréme : interpolation de Lagrange : Soient zi,...,x, n réels distincts. Soit pour
i€[1,n],
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Alors :
e la famille (L;);cpin) est une base de K,,_;[X] dite de Lagrange relative au n-uplet (z1, ..., 2,);
e le probléme d’interpolation i.e. chercher P € R,,_1[X] tel que Vi € [1,n], P(z;) = y; ou

(Y1, --,Yn) € R™ admet une et une seule solution P = Z yil;.

i=1

5 Dualité

Définition : hyperplan : On appelle hyperplan d'un K-espace vectoriel tout sous-espace
vectoriel de codimension 1.
Ainsi, [H est un hyperplan] < [Fa € E\ {0g} | H ® Vect(a) = EJ.

Théoréme 1 : Soit ¢ € L(E,K) i.e. une forme linéaire avec ¢ # O l'application nulle. Alors
e Ker ¢ est un hyperplan H ;
e si ¢ € L(F,K) s’annule sur H, alors dJa € K | ¢ = a - ¢.

Théoréme 2 : Tout hyperplan est le noyau d’une forme linéaire non nulle.

Définition : Soit £ un K-espace vectoriel. On appelle dual de E' que 1’on note souvent E*
I'ensemble L(F,K) i.e. 'ensemble des formes linéaires de F sur K.

Proposition : Va € E\ {0g}, 3p € L(E,K) | p(a) = 1.
Corollaire : L’ensemble {z € E | Vyp € L(E,K), p(z) =0k} = {0g}.

Définition : base dual d’une base B de E : Soit B = (ey,...,e,) une base de E. On
appelle base duale de E la base B* = (e],...,e;) du dual E* ou Vi € [[1,n], e est défini par
Vj € [1,n], €;(ej) = biy-

Théoréme : (e],...,¢e) est bien une base du dual E*.
Conséquence : relation de dualité : Soit (e, e,) une base de E et (e],...,e)) sa base
duale. Vo € E, x =ej(z)e; + ... + e (x)en, Vo € E*, p(er)e] + ...+ ¢(e,)er.

Théoréme : base antéduale : A toute base B’ de E* est associée une et une seule base B
de E dont B’ est la duale. B et appelée la base antéduale de B'.

Théoréme 1 : Soit F un sous-espace vectoriel de E de dimension finie avec dim F' = p,
dim F = n. Les formes linéaires sur £ qui s’annulent sur F' constituent un sous-espace vectoriel
de E* de dimension n — p.

q

Théoréme 2 : Si (¢1,...,¢,) est une famille libre de E*, alors F' = n Ker p; est un sous-
i=1

espace vectoriel de dimension n — q.

q
De plus, si ¢ € E*, [p s’annule sur F|] < [3(A,...,\) € K / ¢ = Z)\z‘%‘ :
i=1



6 Rappels et compléments de calcul matriciel
Définition : trace : Soit M € M, (K). M = (@i ;)i jcp,n)- On appelle trace de M la somme

n
de ses éléments diagonaux : tr(M) = Z ;-
i=1

Propriétés :
1. tr: M,(K) — K est linéaire.
2. VA, B € M, (K), tr(A x B) =tr(B x A).
3. Si A et B sont des matrices semblables, tr(A) = tr(B).

Rappels :
e Deux matrices A et B sont dites semblables sil existe P € G'L,,(K) telle que B = P~'AP.
e Si F est un K-espace vectoriel de dimension n, de base B = (eq, ..., e,), toute matrice A

est la matrice d'un endomorphisme de E dans B i.e. A = Mp(u) ou u € L(FE).

e Si B est une autre base de F, si P = Pass(B,B’), alors la matrice de v dans la base B’
est : A\ = P71AP.

e Ainsi deux matrices semblables sont deux matrices qui représentent le méme endomor-
phisme dans des bases différentes.

Corollaire : Siu € L(E), si A = Mgp(u), tr(A) ne dépend pas de la base B choisie. On la
note tr(u) : c’est la trace de ’endomorphisme .

Définition : Soient A, B € M, ,(K). A et B sont dites équivalentes si 3P € GL,(K), 3Q €
GL,(K) /) B=Q 'AP.

Propriété : Deux matrices sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme rang.
Lemme : Si M € M,,, M est équivalentes & une matrice de format p x ¢ ot r = rg(M)
1 0 |
| 0
0 1|
suivante : | — — _— 4 _— _ _
|
|
|

0

pXq
Corollaire : rg(ty) =rg(M).

Opérations élémentaires sur les matrices :
Idée : effectuer une opération sur les lignes (resp. sur les colonnes) d’une matrice revient a
multiplier cette matrice & gauche (resp. a droite) par une matrice inversible.

a b c
On applique les modification sur la matrice [ d e f
g h i

o L« alL;j: pour faire Lo <— Lo 4+ aLy.

—_ o O

0
1
0

[eo RO RENT



o Ly Lj: pour faire Lq <> Lo.

O = O
o O =
_ o O

e Lia-L,a#0: pour faire Lg < a - Ls.

o O =
O = O
O o o

Utilités :
e Résoudre un sustéme d’équation linéaires.
e Calculer le rang d’une matrice.
e Calculer I'inverse d’une matrice (méthode de Gauss-Jordan).
e (Calculer le déterminant.
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