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1 Sous-espaces stables

Défintion : Soit u € L(E) et I un sous-espace vectoriel de E.
e On dit que F est stable par u si u(F') C F i.e. Vo € F, u(z) € F. On peut alors définir
F—=F

la restriction u|p :
x = u(x

) et up € L(E) : up s’appelle 'endomorphisme induit de

u sur F'.
Propriété : Si u et v commutent, alors Ker v et Im v sont stables par u.

Représentation matricielle en dimension finie : Soit u € L(F), F un sous-espace vecto-

riel stable par u. Soit (ey,...,e,) une base de F' et complétons la par (eyi1,...,e,). Soit donc
B=(e1,....€p€pi1,-..,€n). S0it M = Mp(u).
ayp ... Qapp X ... X
a ...oa X ... X A B\ .
M = 6’1 o z()),p DR de la forme M = (0 C’) out A eM,,(K),BeM,, ,(K),
0O ... 0 x ... X

0eM,_,,(K), Ce M,_pnp(K).
det M = det A x det C.

Généralisation :
Ay 0
M = A
0 A

P

p
On aurait en fait £ = @ E; ot chaque F; est stable par u (puisque visuellement, Vo € E;, u(x) € E;),
i=1

P
on aura det M = H det(A;).

2 Polynomes d’endomorphismes, polyndmes de matrices

Définition : Soit P € K[X] avec P = Z a; X". Soit u € L(E), A € M, (K).

=0



e On note P(u) I'endomorphisme défini par P(u) = Z au’ (ot u® = Id)
=0
ie. Plu)y=ap-Id+ay-u+...+a,- u"
e On note P(A) la matrice définie par P(A) = Z a; A" (ou A° = I,,)

i=0
ie. P(A)=ao-In+a-A+...+a, A"

Propriété : Si A= Mg(u), P(A) = Mg (P (u)).

s : .- | K[X]— L(E) | K[X] = M, (K)
Proposition: Soitu € L(F), A € M,,(K). Soit ® : P Pu) et U: P s P(A) .
Alors les endomorphismes ® et U sont des morphismes d’algébres.

K[X] — L(E)
P — P(u)
Im ®={®(P)| PeK[X]|} ={P(u) | P € K[X]}. C’est une sous-algebre de L(F) notée K[u].
C’est méme une sous-algébre commutative de 1’algébre non commutative £(E).

De méme avec les matrices, K[A] = {P(A) | P € K[X]} est une sous-algébre commutative de
l'algebre non commutative M,,(K).

Conséquences : Reprenons ¢ : est un morphisme d’algébre.

Propriétés : Soient u,v € L(F).
e Si v commute avec v, v commute avec P(u).
o P('A)= (P (A)) P(A) =P (4).
e Im (P (u)) et Ker (P (u)) sont stables par u.

Idéal annulateur et polynéme minimal : Revenons au morphisme d’algebre P : { Hﬁ[i] szuﬁ)(E)
(raisonnement identique avec les matrices).
Ker & = {P € K[X] | P(u) = 0} est un sous-espace vectoriel de K[X| mais surtout un idéal
de K[X] appelé 'idéal annulateur de I’endormorphisme u.
Or, dans K[X], les seuls idéaux sont du type M - K[X] = (M) i.e. constitué¢ des multiples de
I'un d’entre eux.
e Ou M = Ogpx}, P = 0 est donc le seul polynome annulateur de u (que si E est de
dimension finie) ;
e Ou bien M # Og[x] : on peut, quitte a le diviser par son coefficient dominant, choisir M
unitaire : ce sera le « polyndéme minimal » de u.

Proposition : Si dim E est finie, si u € L(E), alors il existe au moins un polynéme non nul
annulateur de u.

Définition : On appelle polynéme minimal de v € L(E) ot E est de dimension finie (resp
de A € M,,(K)) l'unique polynéme unitaire qui engendre 'idéal des polynémes annulateurs.

Lemme : Soit P, Q € K[X] tels que P A Q = 1. Soit u € L(F). Alors :

Ker (PQ) (u) = Ker (P (u) & Ker (Q (u))



Généralisation : Si P, ..., P, sont k polyndémes deux & deux premiers entre eux, alors :
k k

(117) ) - @rertncon
i=1 i=1

Théoréme : théoréme de décomposition des noyaux : Soit P un polynéme annula-

Ker

k
teur de u (par exemple le polynéme minimal p,). Si P se décompose en P = HH, avec
i=1

k
Vi,j € [L,k], i# 7, P,AP;=1,alors E = @K@T (P; (u)).

i=1

Proposition : lien avec le polynéme minimal d’un endormorphisme : Soit u € L(F)
avec dim F = n € N, B une base de E. Soit M = Mp(u). u et M ont le méme polynome
minimal : g, = pay.

Corollaire : Deux matrices semblables ont le méme polynéme minimal.

Propriété : polynéme minimal et endormorphisme réduit : Soit u € L(F), soif F' un
sous-espace vectoriel de E stable par u. Soit up 'endomorphisme induit, alors pi, . |ft,.

3 Valeurs propres

Définitions 1 : Soit u € L(E).
1. Soit A € K. On dit que \ est valeur propre de u s'il existe x € E'\ {Og} tel que u(z) = Az.
2. Soit x € E\{0g} : on dit que x est vecteur propre de u s'il existe A € K tel que u(z) = Az.

3. L’ensemble des valeurs propres d’un endomorphisme est appelé le spectre de u et est noté

Spr(u).
Propriété : Si dim F est finie, alors : [\ est valeur propre] < [(u — A\ - Idg) ¢ GL(E)].

Définition 2 : Soit u € L(FE), A € Sp(u). L’ensemble FE)(u) = Ker(u— A-Idg) est un
sous-espace vectoriel de E distinct de {Og} appelé le sous-espace propre associé a A et a u. Il
est constitué de tous les vecteurs propres associés a A de E et de Og.

Proposition : Soit u € L(E).

1. La somme d’une famille finie de sous-espace vectoriel propre de u distincts est nécessai-

k
rement directe (@ E,\>

i=1
2. Toute famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres distinctes est nécessaire-
ment libre.

Propriété : Soit u € L(E), A € K, P € K[X]. Si A € Sp(u) alors P(\) € Sp (P (u)).

Théoréme : valeurs propres et polyndome minimal : Soit u € L(F).
1. Les valeurs propres de u sont racines de tout polynéme annulateur de w.

2. Les valeurs propres de u sont les racines du polynéme minimal de u.



Définition : cas des matrices : Soit M € M, (K). Soit v € L(K") | M, (K") = M avec
C,, la base canonique de K".

1. Soit A € K. On dit que A est une valeur propre de M s’il est valeur de v donc 4X € K"
tel que X #0et M- X =X X.

2. Soit X un vecteur de K". On dit que X est vecteur propre de M s’il est non nul et s’il
existe \€e K| M- X =X-X.

3. Le spectre de M est aussi le spectre de v donc I’ensemble des valeurs propres de M : on
le note Spx(M).

4. Le sous-espace propre associé a A est E\(M) = Ker (M — X-1) ie. Ker (u— \-Idg).
Propriété : changement de corps : Si M € M, (R), Spr(M) C Spc(M).

Propriétés :
1. [A valeur propre de M| < [(M —X-1) ¢ GL,(K)] < [det (M — \X-T) = 0]
2. [Ae Sp(M)] & [P(A) € Sp(P (M))]

3. Les valeurs propres de M sont racines de tout polyndme annulateur et sont les racines de
son polynome minimal. Sp(M) = Rac(pup).

4. Si deux matrices sont semblables, elles ont le méme spectre.

4 Polyndéme caractéristique

Définition 1 : polynéme caractéristique d’une matrice : Soit A € M,,(K). On appelle
polynéme caractéristique de A le polynome P = det (X - I — A).
P est souvent noté ya. d'xa=nsi A€ My(K). xya= X" —tr(A)- X" '+ .. +(=1)"det A.

Propriété : Deux matrices semblables ont forcément le méme polynoéme caractéristique.

Définition 2 : Soit u € L(F), A = Mp(u) ot B est une base quelconque. On appelle
polynéme caractéristique de u le polynéome x, = xa. Il ne dépend pas de la base B choisie.
o= X" —tr(u)- X" '+ ...+ (=1)"det u. Retenons aussi que y,(\) = det(\ - Idg — u).

Proposition : cas d’un endomorphisme induit : Si u stabilise F' i.e. F' est stable par u
ou F est un sous-espace vectoriel de E, alors y.,|x. ou urp endomorphisme induit € L(F').

k
Corollaire : Si E = @Fz et si u € L(E) est tel que Vi € [1,k], F; est stable par u, alors
i=1

k
Xu = H Xu; OU U; = up, i.e. 'endomorphisme induit de u sur Fj.
i=1

Théoréme : Les valeurs propres de u € L(F) sont les racines du polynoéme caractéristique
de u.

Définition : ordre de multiplicité : Soit A une valeur propre de u (resp. de A). On dit que
A est d’ordre k& € N* si A est racine de x, (resp. de xa) d’ordre k.



Théoréme : Si A est valeur propre de u d’ordre m;, alors 1 < dim E), < m;.

Théoréme : théoréme de Hamilton-Cayley : Soit u € L(F) (resp. A € M,,(K))

. Soit xy
le polynéme caractérisitique de u (resp. x4 celui de A), alors x,(u) = Oz(g) (vesp. xa(A) :

it
=0)

Corollaire :  i,] x4

5 Endomorphismes diagonalisables

Définitions : Soit u € L(E), soit A € M,,(K).

1. On dit que u est diagonalisable s’il existe une base B de E pour laquelle Mp(u) est
diagonale.

2. On dit que A est diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale.

Propriété : Si A est diagonalisable en A = P~' AP, alors les valeurs propres sont les éléments
de la diagonale de A et la multiplicité de chacune est son nombre d’occurence dans cette
diagonale.

Théoréme : Soit u € L(F). Les cing affirmations suivantes sont équivalentes.
1. u est diagonalisable.

2. F posséde une base de vecteurs propres.

k
3. F= @EAZ. ou k = Card(Sp(u)) et E\, = Ker (u— X Idg).

i=1

k
4. Z dim(E),) = n.
i=1

k
5. Xu est scindé i.e. x, = H(X —\)™ et Vi € [1, k], dim Ey, = m,.

i=1
Corollaire : Soit u € L(E). Si x, est scindé a racines simples, alors u est diagonalisable.

Lemme : Soit v € L(FE), diagonalisable. Soit Sp(u) = {\;,i € [1,k]}. Vi € [1,k], E; =
k

Ker (u— \ldg). Soit p; la projection de E sur E; de direction @ E;. Alors u = Aip1 + Aapa2 +
j=1
J#i

oot pp et VP € K, P(u) = P(A)p1 + P(A2)p2 + ... + P(\k)pg-

Théoréme : caractérisation par le polynéme minimal : Soit u € L(F). u est diagona-
lisable si et seulement si son polynéme minimal est scindé a racines simples.

Corollaire : u € L(F) est diagonalisable si et seulement s’il existe un polynéme annulateur
scindé & racines simples.



6 Endomorphismes trigonalisable

Définition : Soit u € L(FE), soit M € M,,(K).

1. u est dite trigonalisable s’il existe une base B de E pour laquelle Mpg(u) est triangulaire
supérieure.

2. M est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice T' triangulaire supérieure.

Théoréme : caractérisation : Soit u € L(FE). Les quatres affirmations suivantes sont équi-
valentes :

1. u est trigonalisable.

2. X est scindé.

3. Il existe un polyndéme annulateur de u scindé.
4

. [y est scindé.

Corollaire : Si E est un C-espace vectoriel, alors tout endomorphisme v de E est trigonali-
sable. On aussi VM € M,,(C), M est trigonalisable.
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