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Analyse vectorielle

0.1 Notion de champ

champ vectoriel — champ scalaire
M~ V(M)

Exemple : champ de température.

champ vectoriel — champ vectoriel

M s A(M)
Exemples : champ de vitesse d'un fluide en écoulement, § et E (Sup).

e Champ scalaire :
e Champ vectoriel : {

On rajoute une dépendance temporelle : V (M, 1), Z(M, t)
Champ uniforme : ne dépend pas de M.
Champ stationnaire : ne dépend pas de t.

0.2 Circulation d’'un champ de vecteur

0.2.1 Circulation élémentaire

ic—=A-d

0.2.2 Circulation finie

Mo
Crvy—mir = X(P) . ﬁ

0.3 Flux d’un champ de vecteurs

0.3.1 Flux élémentaire

(ﬁ : vecteur de norme dS, perpendiculaire a dS, orienté arbitrairement.
Le flux élémentaire d® de A a travers (ﬁ centré sur P est :

d® = A(P)-dd

0.3.2 Flux a travers une surface finie non fermée

Y. est orienté arbitrairement mais de maniére continue.

@://EX(P)-E”



Cas particulier :

cas d’une surface d’appuyant sur un contour fermé orienté I' : 3 s’appuye sur I'.
Alors I' est orientésuivant la régle du tire-bouchon.

® est calculé comme précédement.

0.3.3 Flux a travers une surface fermée

Surface fermée : définit sans ambiguité un intérieur et un extérieur.
Une telle surface fermée est alors orientée de 'intérieur vers extérieur.

@:ﬂﬁ(}?)-ﬁ

0.4 Les opérateurs

0.4.1 Gradient

— { champ scalaire — champ vectoriel
grad : —

u— grad u

—
Propriété : du = grad u - ﬁ

ou o o
. v, " — Y
grad u(z,y,z) =| — gradu(r,0,z)=| =—  grad u(r,0,¢) = | ——

y r 00 r 00

ou ou 1 @

0z 0z rsinf dp

Propriétés :
e grad u est orthogonal aux surfaces équi-u.
e grad u est dirigé dans le sens des u croissants.

0.4.2 Divergence

div - { champ vectoriel — champ scalaire el que d — div (Z)dT

— div

oll d® est le flux élémentaire sortant de X a travers la surface fermée délimitant le volume dr.
Az, y, 2)
LA T 0A, O0A 0A,
div A = + =2+

Z - (IL‘,y,Z) = Ay<x7y7z)
AZ(IL',?/,Z) O ay 0z

0.4.3 Rotationnel

champ vectoriel — champ vectoriel
rot { Py Py telquedC:'r;%(z)-dT%

rot : —
— 1ot



ot dC est la circulation élémentaire de X le long de T’ (d_g' vecteur surface élémentaire de la
surface s’appuyant sur I').

0A,  0A,

«(T,Y,2) Y 0z
oA | oA oA

(2,9, 2) 95, ) I,

Ox oy

0.4.4 Laplacien scalaire

. : —
A { champ scalaive > champ scalalte o) que A = div (grad u)
u— Au

9*u N d%u N d%u
oxr?  0y? 022

w(z,y,z)  Au=

0.4.5 Laplacien vectoriel

[ champ vectoriel — champ vectoriel L s
A { X o AX tel que AZ = grad (de) —rot (rotZ)
PA, n 0PA, n 0PA,
AA, Ox? Oy? 022

2 2 2
Awy )= | aa,  ad—| Th 04 04
AA Ox Jy? 072
: 82142 82AZ 82142

+ +

Ox? Oy? 022

0.4.6 Quelques relations entre opérateurs

div (@2) =0
7“_07)5 (grad u) = ﬁ

Si § est tel que dw§ = 0 alors on admet qu’il existe Z tel que ? = rotz.
Si A est tel que rot A = 0, alors il existe u tel que A = grad u.

0.5 Deux théoréme fondamentaux

0.5.1 Théoréme d’Ostrogradsky

On fixe t. Soit Z un champ vectoriel. Soit > une surface fermée.

Atﬁxé,@:ﬁiZwﬁ:///vdivﬁdr

Soit § un champ a flux conservatif i.e. VX fermée, # § . cﬁ =0.
2
Alors EIX tel que ? = 7“—07>fz



0.5.2 Théoréme de Stokes

On fixe t. Soit Z un champ vectoriel et I' un contour fermé orienté.
czyﬁﬁﬁ://%ﬁ.cﬁ
r b

avec Y n’importe qu’elle surface s’appuyant sur I'; orientée suivant la régle du tire-bouchon.

Soit X un champ a circulation conservative i.e. V3 fermée, 95 X . ﬁ = 0.
)

Alors Ju tel que Z = grad u



Chapitre 1

Rappels et compléments d’électrostatique

1.1 Les distributions

e Charge poctuelle ¢ en C.

e Densité lindique : A(P) en C'-m™". dl porte dg = \(P) - dI.

e Densité surfacique : o(P) en C - m™2. dS porte dg = o(P) - dS.
Densité volumique : p(P) en C' - m~>. dr porte dg = p(P) - dr.
Pour le moment, aucune carge électrique n’est mobile (statique).

1.2 Champ électrostatique

Principe de superposition.
Formule de calcul : formule de Coulomb :
s
B q7 ~ qOM
Amegr?  Ame,OM3

T o(P)dSiir) Tiipy
ﬁ(m:/% E(M):/% B(M)Z/%

E (M)

Propriété : E n’est pas défini en ¢, sur C chargé, sur > chargée. Mais il existe dans V' chargé.

Symétrie : symétrie de distribution implique une symétrie de B

1.3 Relecture du thoréme de Gauss

1.3.1 Enoncé sous forme intégrale

Le flux sortant du champ électrostatique a travers une surface fermée ¥, di a une distribu-
tion D est égale a la charge intérieure a X divisée par eg.

#EE(P)-%:Q

int
€0

E n’est pas a flux conservatif.

1.3.2 Formulation locale

divﬁ _r
€0



1.4 Potentiel électrostatique

1.4.1 Circulation

dV un scalaire tel que :

"B dl = —AV = V(M) — V(M)

My

Pour T fermée : 953 dl = V(M) = V(M) =0: E est a circulation conservative.

r
V n’est pas défini sur ¢, sur une densité linéique, mais est défini et continu sur une surface
chargé ou dans un volume chargé.
Formules : valables uniquement si D (la distribution) ne présente pas de charges a l'infini :

V(M)
/ 47r€0PM // 47r€0PM /// 47r€0PM

Charges ponctuelles :

47T€0PiM

<
o
I[M=

1.4.2 Formulation locale

e
B : circulation conservative donc du tel que B = —grad u. En fait, on pose V = —u.
—
E = —grad V

V' est défini & une constante pres.

1.4.3 Energie potentielle d’une charge ponctuelle

q placé en M ot le potentiel est V(M). Alors I’énergie potentielle £, = ¢ - V(M).
— —
Remarque : ? = —grad &, = —grad (¢V) = ¢

1.4.4 Equipotentielles

—
Définition : surface & V' constant, or E = —grad V.
D’apres les propriétés du gradient, E est perpendiculaire aux équipotentielles.
est dirigé dans le sens des potentiels décroissants.

1.5 Equation de Poisson

1.5.1 Reésultat

Av+L o
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